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EDITORIAL

Ha nacido una nueva revista de actualidad
matematica, bajo la atenta mirada del futuro
Palacio de Congresos Princesa Letizia de Ovie-
do (Asturias), del insigne arquitecto Santiago
Calatrava, premio Principe de Asturias de las
Artes 1999, simbolo de modernidad.

Su titulo "Aula matematica digital" es toda
una declaracién de intenciones. Pretendemos
mantener actualizada la comunidad educativa
respecto a la utilizacién de las nuevas tecnolo-
gias en el aula, ultimas noticias, novedades
importantes, actualidad, Congresos y Jornadas,
articulos con actividades disefiadas especial-
mente con calculadoras, no sélo para el area
de Matematicas sino de otras disciplinas como
Tecnologia, Fisica, Quimica... para lo que con-
taremos con expertos colaboradores, asi como
una seccion para la publicacién de los mejores
trabajos presentados por los propios lectores,
a los que intentaremos premiar de alguna ma-
nera.

No dejaremos de lado el tema de la Programa-
cion y el disefo de programas.

También dedicaremos unas pagina de caracter
mas ludico en el que analizaremos, de forma
monografica, la presencia de las Matematicas
en el Cine, ademas de hacer algunas recomen-
daciones de Literatura matematica.

Otro reto importante serd la formaciéon del
profesorado a través de cursos presenciales y
cursos ONLINE. Pretendemos ser el escaparate
del sitio www.aulamatematica.com dénde po-
dréis ampliar los temas de mas interés.

También "naceran" otras secciones, ahora in-
imaginables, pues LA AVENTURA NO HA
HECHO MAS QUE EMPEZAR.
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Hemos escogido para este primer ndmero un
tema amplio, con cardcter monogrdfico, con
los materiales elaborados el curso pasado
2006/2007, por parte de la mayoria de los
que conformamos este Consejo de Redaccion
inicial y que perteneciamos a un Grupo de Tra-
bajo, coordinado por el Centro de Profesores
y Recursos del Nalén Caudal, cofinanciado por
la Asesoria Diddctica de Casio - Flamagds, ba-
jo el titulo:

Matematicas y TIC. éModificaran las
NNTT el curriculo de las Matemati-
cas?. Las Matrices.
Utilizaremos fundamentalmente la calculadora
fx 98606 SD de CASIO para el desarrollo de
las sesiones. No dispone de cdlculo simbélico
para que pueda ser autorizado en las pruebas
PAU, como ocurre en el resto de Espafia e in-
cluye otras aplicaciones como la de geometria

dindmica.

Justificacion del proyecto.

El informa PISA asegura que es necesario
mejorar la calidad de la ensefianza de las
Matemdticas en la Educacién Secundaria.
Hay que encontrar el modelo que haga recu-
perar a huestros estudiantes la satisfaccion

por el dominio de las herramientas matemad-
ticas y la autoestima por abordar y resolver
problemas.

También determina que la no existencia
de un plan de formacidn para profesores, que
contemple los avances sobre el curriculo de
matemdticas y la incorporacion de nuevas
tecnologias, dificulta la tarea del profesora-
do.

Por otro lado, el Consejo Nacional de Pro-
fesores de Matemdticas recomienda la inte-
gracién de las calculadoras dentro del pro-
grama de matemdticas escolares en todos los
niveles.

Tanto la investigacién como la experiencia
apoyan el potencial que tiene el uso apropia-
do de las calculadoras para mejorar el
aprendizaje y la ensefianza de las matemdti-
cas.

Este grupo de trabajo quiere desarrollar
el uso de este recurso relacionado con las
nuevas tecnologias. Aunque en las activida-
des nos centraremos en las calculadoras gra-
ficas, no serdn de uso exclusivo, pudiendo
incorporar otras téchicas como el uso de
aplicaciones informdticas. Esto ho supone un
cambio en la metodologia actual sino un com-
plemento de ella.

"Hemos utilizado como herra-
mienta auxiliar una calculadora
grafica"

Los recursos elaborados pretenden dos
objetivos claramente diferenciados:

- Que todos los estudiantes puedan
experimentar y explorar ideas mate-
mdticas; desarrollarse, realizar cdlcu-
los y reforzar habilidades; recuperan-
do la satisfaccién por el dominio de las
matemdticas y su autoestima.

- Que todos los estamentos impli-
cados reflexionen en los obstdculos
puestos para la incorporacion de las
TIC al curriculo de las matemdticas;
en particular ¢cémo es posible que al-
gunas Consejerias de Educacion impi-
dan el uso de calculadoras grdficas en
la pruebas de acceso a la universidad?

m@-arén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices.




Reflexionemos sobre el siguiente texto
demoledor que aparece en las pruebas PAU
de matemdticas de la Universidad de Oviedo
donde curiosamente, como ocurre todavia en
algunas Comunidades Autonomas espafiolas,
la calculadora grdfica estd absolutamente
prohibida:

".. se hardn prevalecer siempre los plan-
teamientos y desarrollos correctos sobre los
cdlculos matemdticos, asi como se valorardn
los razonamientos que utilice el alumno tanto
en la resolucion de problemas como en las
respuestas a cuestiones tedricas".

Qué se pretende consequir a lo

largo del curso con el desarro-

llo de este proyecto?

Se pretende:

- Elaborar materiales curriculares
para alumnos de Educacién Secundaria
y en especial para el Bachillerato.

- Aplicar y utilizar en el aula los
materiales elaborados.

Evaluar la utilidad y la adecuacién
de dichos materiales.

Recopilar materiales y bibliografia
relacionada con el tema.

Conseguir una formacion de los in-
tegrantes del grupo de trabajo a tra-
vés del intercambio de experiencias.

Elevar el gusto por las matemdticas
de nuestros alumnos, incrementando el
porcentaje dedicado en el aula a la re-
flexién y a la tfoma de decisiones, ob-
jetivos prioritarios del curriculo.

Descripcion del Proyecto

El proyecto consiste en la elaboracién de
actividades complementarias a las unidades
diddcticas de los cursos del Bachillerato, en
las que el uso de las TIC aporte una nueva
visién al estudiante. Una vision mds motiva-
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doray en las que las dificultades operaciona-
les sean superadas por el adecuado uso de
las calculadoras y/o aplicaciones informdti-
cas.

En especial, ejemplos cuya complejidad
operacional o manipulativa puedan hacerlos
poco aconsejables para estos niveles y que,
sin embargo, la sencillez de los conceptos los
recomiende.

Dinamica del trabajo.

Propuesta de la unidad diddctica a traba-
jar en la préxima reunion del grupo. Blsque-
da de problemas y materiales, pertenecien-
tes a dicha unidad, que sirvan al propésito
del grupo de trabajo. Puesta en comin de las
aportaciones de los distintos miembros del
grupo de trabajo: de sus experiencias, mate-
riales y todo aquello relacionado con los con-
tenidos propuestos. En esta fase el contacto
con el resto de los miembros se hard funda-
mentalmente a través de mensajes electro-
nicos y grupos en Internet.

En las reuniones presenciales se pretende
hacer puestas en comin e intercambio de in-
formacién de forma directa, asi como la ela-
boracién conjunta de materiales.

Por dltimo se intentardn llevar al aula los
diversos materiales para su valoracion.

Necesidades de apoyo, aseso-

ramiento y recursos

Planteamos la necesidad de coordinacién y
asesoramiento por parte del Centro de Pro-
fesorado y Recursos del CPR Caudal - Nalén,
para la utilizacion de recursos bibliogrdficos
y de reprografia, asi como el apoyo de la
asesoria Diddctica de CASIO - Flamagds en
recursos materiales y humanos.

Tras la primeras reuniones y deliberacio-
nes del grupo, el tema elegido ha sido:

Las matrices.
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LAS MATRICES
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Introduccion a las matrices.

-Actividad inicial mediante resolucién
aritmética.

- Representaciones tabulares.

e Concepto de matriz.
e Terminologia:

- Elemento, fila, columna y dimensién
u orden.

e Representacién algebraica de una matriz.

e Tgualdad de matrices.

e Introduccién de los elementos de una ma-
triz en una calculadora cientifica.

e Tipos de matrices.

- Matriz fila, matriz columna, matriz
rectangular, matriz cuadrada (diagonal princi-
pal y diagonal secundaria), matriz triangular
superior, matriz triangular inferior, matriz
triangular, matriz diagonal, matriz escalar, ma-
triz unidad, matriz nula, matriz traspuesta
(propiedades), matriz simétrica, matriz opues-
ta, matriz antisimétrica.

» Operaciones con matrices.

- Suma de dos matrices. Propiedades.

- Diferencia de dos matrices.

- Suma algebraica de matrices.

- Producto de un nimero por una matriz.
Propiedades.

- Producto de matrices.

- Algoritmo.

- Propiedades.

- Ejercicios.

- Revisando la actividad inicial.

- Potencias de una matriz.

- Uso de la calculadora para calcular la po-
tencia enésima de una matriz

- Matriz inversa.

- Concepto.

- Propiedades de las matrices inversas
(siempre que existan).

- Cdlculo de la matriz inversa.

(A) Aplicando la definicién y resolviendo el
sistema resultante.

(B) Método de Gauss-Jordan.

(C) Mediante calculadora cientifica.

(D) Mediante calculadora grdfica.

e Rango de una matriz.

- Cdlculo del rango por el método de Gauss.

e Forma matricial de un sistema de ecuacio-
nes.

e Resolucion de sistemas de ecuaciones por
el método de la matriz inversa.

- PROBLEMAS PROPUESTOS
e Ecuaciones matriciales.
- PROBLEMAS PROPUESTOS

e Aplicacion de las operaciones con matri-
ces como instrumento para el tratamiento de
situaciones que manejen datos estructurados
en forma de tablas:

- Repaso de los objetivos del tema.

- Suma y resta de matrices.

- Producto de un ndmero por una matriz
- Incrementos compuestos.

- Producto de matrices.

- PROBLEMAS PROPUESTOS

e Otras aplicaciones: grafos en forma de
matriz

e PROPUESTAS DE
INDAGATORIAS TIPO TEST.

ACTIVIDADES
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INTRODUCCION A LAS MATRICES

Actividad inicial mediante resolucion aritmética.

Una empresa tiene tres factorias, F; , F> , F3 en las que se fabrican diariamente tres tipos di-
ferentes de productos, A, B'y C, como se indica a continuacion:

Turno de manana:

o Fi: 200 unidades de 4, 40 de By 30 de C.

o F,: 20 unidades de 4, 100 de By 200 de C.

o Fs: 80 unidades de 4, 50 de By 40 de C.
Turno de tarde:

o Fy 150 unidades de A, 30 de By 30 de C.
o F2: 10 unidades de A, 80 de By 100 de C.
F3: 60 unidades de 4, 30 de By 30 de C.
Cada unidad de A que se vende proporciona un beneficio de 5 euros; por cada unidad de B, se
obtienen 20 euros de beneficio; y por cada una de C, 30 euros.

Sabiendo que la empresa vende toda la produccién diaria, obtén el beneficio diario obtenido
con cada una de las tres factorias.

Calculamos los beneficios obtenidos con las unidades A, By C en cada factoria
Lo mds habitual es que el alumno calcule las unidades diarias producidas de cada producto por

factoria:

AFactorial = &0,_,0 + LS,Q =350 AFacton’aZ = 2,9 + LQ =30 AFactorl’a3 = §9 + QQ =140
mariana  tarde manana  tarde manana  tarde

BFactorl'al = ig + 29 =70 BFactort'a2 = LO,L) + §9 =180 BFactoriaB = QQ + éQ =80
maiiana  tarde mariana  tarde mariana  tarde

CFactorl'al = §9 + §9 =60 CFactorl’a2 = 2_@ + 1._0,_,0 =300 CFactorl’a3 = &9 + ?&Q =70
mafiana  tarde mariana  tarde mariana  tarde

Para posteriormente calcular el beneficio diario para cada factoria:

Beneficio jupg 1 = 350-5 + 70:20 + 60-30 =1750+1400 + 1800 = 4950

beneficio por A beneficio por B beneficio por C

Beneficio jpyia» = 30-5 + 18020 + 300-30 =150+ 3600+ 9000 =12750

beneficio por A beneficio por B beneficio por C

Beneficio puoia3 = 140-5 + 8020 + 70-30 =700+1600+2100 = 4400
— — —

beneficio por A beneficio por B beneficio por C

El beneficio total diario es:
Beneficio Total = 4950 + 12750  + 4400 =22100

Beneficio factorial  Beneficio factoria2 ~ Beneficio factoria3

MATEMATICAS Y TIC @
| |
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REPRESENTACIONES TABULARES

La siguiente tabla aparece de una forma muy habitual en muchos deportes, en nuestra vida coti-
diana. Se trata de una representacién sencilla, cémoda, entendible y muy manejable.

Real Madrid de baloncesto. Temporada 2005/2006

Jugador 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Bullock 31 29 21 17 2 52 39 34 7 48 4.2 49 86 0.7 25 3.2 3.3 1.6 1.9 0.1 0.4 0 26 5
Gelabale 34 24 23 8.1 0.5 14 36 25 4.1 62 1.5 2 78 1.4 21 3.5 1.1 0.5 1.1 0.7 0.2 0.8 3.1 1.9
Sonko 32 24 21 7.8 1 25 39 1.6 3 53 1.8 24 74 0.5 1.8 23 27 1 1.5 0.3 0.4 0.1 27 25
Reyes 31 22 24 9.1 0 0 3.5 6.6 54 2 4 49 25 37 6.2 0.6 1.2 1.5 0.5 0.5 0.3 3.5 4.2
Herreros 29 21 9 8.9 1.9 4.1 47 1 22 45 1.1 1.4 74 0.7 1.2 1.9 1.1 0.6 0.9 0.2 0.2 0 1.9 1.9
Burke 31 19 21 7.6 0.1 0.2 60 3.2 6.2 51 0.9 14 67 1.4 3 44 0.5 0.5 11 0.7 0.3 0.9 2.1 1.4
Bennett 21 28 20 9.3 1.7 4.6 38 1.3 26 51 1.5 2 76 0.4 1.8 22 3.7 1.4 1.6 0 0.1 0 26 24
Fotsis 29 19 11 8.1 0.9 23 41 2 3.5 58 1.2 1.6 78 1.4 24 3.8 0.7 0.7 11 0.8 0.1 0.5 22 1.2
Hervelle 27 18 6 6 0.4 2 20 1.6 3.3 50 1.6 24 64 22 29 5.1 0.4 1.1 1 0.4 0.1 0.3 3.4 22
Bueno 29 12 6 5.8 0 0 - 23 4.7 49 1.3 1.4 88 1 1.2 22 0.2 0.3 0.8 0.6 0.1 0.2 1.7 1.4
Stojic 26 10 5 24 0.4 1.7 23 0.5 0.9 58 0.2 0.3 56 0.2 0.7 0.9 0.3 0.3 0.5 0 0 0.1 1.3 0.4
Hamilton 5 24 2 9.6 1.2 34 35 26 44 59 0.8 1 80 0.4 1 1.4 1.8 22 28 0.4 0 0.2 28 1.8
Bell 2 22 1 3 0 3.5 0 1.5 6 25 0 1 0 0 1 1 1.5 1 25 1 1 0 4 1.5
Larrafiaga 1 12 0 14 4 6 67 1 2 50 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 3 0
Antelo 3 3 0 0 0 0.3 0 0 0.3 0 0 0 0.3 0.7 1 0 0 0 0 0.3 0 0.3 0
Mufioz 1 3 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 3 0 0 0 1 0
Aspe 1 1 0 0 0 0 - 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
Equipo 34 1.2 1.6 2.9 0.4 0.7 0.3
Totales 200 80 7.7 20.7 37 20.8 39.9 52 15.1 21 72 12.1 22.1 34.3 12.6 8.8 12.5 4.1 23 2.8 242 219

(1) Partidos jugados (2) Minutos jugados (3) Ndmero de veces en el 5 inicial (4) Puntos totales (5) Tiros de 3 /convertidos
(6) Tiros de 3 intentados (7) % Tiros de 3 convertidos (8) Tiros de 2 convertidos (9) Tiros de 2 intentados
(10) % Tiros de 2 convertidos (11) Tiros libres convertidos (12) Tiros libres intentados (13) % Tiros libres convertidos
(14) Rebotes ofensivos (15) Rebotes defensivos (16) total de rebotes (17) Asistencias (18) balones recuperados

(19) Balones perdidos (20) Tapones a favor (21) Tapones en contra (22) Mates (23) Faltas cometidas (24) Faltas recibidas
James J. Sylvester (1814-1897) sugiere, a partir de este tipo de formas de representar infor-

maciones, la idea de matrices como uno de los instrumentos bdsicos y de especial importancia en el

Algebra Lineal, denominacién que nace de la idea de dar a entender que se trata de las "madres" de

los determinantes.

CONCEPTO DE MATRIZ

Es un conjunto de nimeros, llamados escalares, dispuestos en filas y columnas, de forma que to-
das las filas tengan el mismo nimero de elementos y todas las columnas también.

12 1
4 -1 2
-7 -2 -3

Se acostumbra a encerrar entre paréntesis, aunque las calculadoras gréficas, dependiendo de la
marca y modelo, pueden hacerlo de otras formas; por ejemplo:

ClassPad 300
Gama CFX 98506 assra . Galma FEX 9§606
e Iz 1 1A
é[ T é] 4 -1 2 A ol
E] -1 -E‘
-7 -2 -3 -
[EAT ISP (eISTWP [ErvTT

TERMINOLOGIA

Elemento o entrada: Es cada uno de los nimeros de que consta la matriz.

Fila: Es cada una de las lineas horizontales que constituyen la matriz.
Columna: Es cada una de las lineas verticales que constituye la matriz.

Dimensién: Si una matriz tiene "m" filas y "n" columnas se dice que tiene por dimensionm xn o
m por n.

Cada elemento se simboliza por a;; donde "i" indica la filay "j" la columna; Asi a3 es el elemento
de la segunda fila y la tercera columna.
conjunto de todas las matrices de dimensidén m x n se representa por M xn.
El conjunto de todas las matrices de d s s sent M

m@ -arén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices. _
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‘ 001 ‘ Escribe una matriz A de dimensidn 2x3 y sefiala cudl es el elemento aj; | BH2 ‘
Vamos a ver como se hace con la gama fx 98606 SD
CREACION DE MATRICES DESDE LA APLICACION PRINCIPAL

P A _II_"II=||=ITIN MENU W 1 Malriz
MAT Hat, 3 NDFIE'
aRAFH DYHH TFlBLE RECLFR a [mlg]=}
-MENU é é A EXE - fat [ Hone
COHICE [EGUR  |FRGH %Q Fl Hg% E Hgng
ﬁd_ﬁlﬂ 23 i DEL JUELAJOIH ]
- 1, E:l : - A 1 2 El A 1 a El
.2 iMmens1on m=n fg 0] 1] o 1 1 u - |
Mi m o=z i Datos L 5
EXE Ml n i3
i EXE
Mat F tHore a -z
DEL JNELAJOIHM ] [T (TP (AT [ETTT [T [ZNTITP (AT [ETTT
1 1 Mat.
EXIT MAT
MAT
EXIT
b 114 T FA PN REA A EE [ & FA PN REA A EE [ &
Mat. A Mal. A An3 1 2 El
I[ 1 u - I]
A—LOCK A 2 ! e IEF)
ALPHA EXE
-2
] "]~ EFA CEM NEA A CEl &
Hemos colocado en negrita el elemento az; = -2
o 0 o . s ~ . BH2
‘ 002 ‘ Escribe una matriz C de dimensién 3x1 y sefiala cudl es el elemento cs, ‘ o ‘

REPRESENTACION ALGEBRAICA DE UNA MATRIZ

En la representacién algebraica de una matriz, todos sus elementos se simbolizan por una misma
letra, afectada por los dos subindices que antes menciondbamos.

aip G 413 o 4
ayp Ay dyz
A=|ay ap ayp @,
Al Am2 A3 A

Ejemplo de una matriz de dimension 3 x 3:
a4 ag
azp dpy dp

a3 4z das

IGUALDAD DE MATRICES

Se dice que dos matrices A y B son iguales si y solo si tienen la misma dimension y sus elementos
correspondientes (ocupan el mismo lugar) son iguales.
A,BEM”—,X,,.,A=B<:>0ij=bij,Vi=1,2,3,...,m ;VJ:1,2,3,...,H

2 50 a 50
Sean las matricess A= |5 0 7|y B=|5 0 ¢
003 4 3 1 b 3 1 BH2
¢Qué valores han de tener "a" , "b" y "c" para que las dos matrices anteriores sean igua-
les?
RESOLUCION:

Aplicando la definicién de igualdad de matrices, éstas serdn iguales cuando se verifique que
a=2, b=4 y c=7.

MATEMATICAS Y TIC @
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350 3x-y+z 5 0
004 Sean las matrices A=(2 0 7 B=|-2y+2z 0 7 B2
2 31 x-2y-z 3 1 )
¢Qué valores han de tener "x" ,"y" ,"z" para que las dos matrices sean iguales?.
RESOLUCION:

Si nuestro objetivo es simplemente razonar qué tiene que ocurrir para que esas 2 matrices sean iguales, sin importarnos el
procedimiento, podemos utilizar directamente la calculadora:

;/{MW I"IFIIHE I"IEHLI R Equation anH+|'€ﬁanV+|:r;Z=dnc 4 andtbnY+CnZ=dn
“:[Qlﬂl/_ﬁ_ﬂ‘a mﬂ -
Fl o gL 1 3 1 1 El 40 BEEE|
Select Twre a[ o -2 L 2 '.'[-u.'m
Fl:Simultaneous 3 1 -2 -1 zlo.2aae
F2: Polynomlal
F3 S 2 243
[zor. (EW [k [EvTT REFT

Para que ambas matrices sean iguales ha de verificarse que
=2/3 . y=-7/9 . z=2/9

INTRODUCCION DE LOS ELEMENTOS DE UNA MATRIZ EN UNA CALCULADORA
CIENTIFICA

La gama FX - 570MS de CASIO que aparece en Espafia a principios de 2002 nos permite trabajar
de una manera rdpida y eficaz con la matrices de un maximo de 3 filas y 3 columnas.

Antes de empezar cualquier cdlculo debemos de crear las matrices con las que vamos a trabajar.
Introduzcamos, por ejemplo, la matriz B con los siguientes elementos:

B=(1 -2 3)
4 5 6

Presionando la tecla MODE repetidas veces vamos buscando el drea de
trabajo de las matrices EQN MAT VCT
(MODE) (MODE) [MODEJ ! 2 3
MAT D
0.

Ahora ya podemos trabajar con las matrices, apareciendo MAT en la parte superior de la pantalla; buscamos
nuevas opciones:

SHIFT MAT Dim Edit Mat_,
1 2 3

Sefialamos las dimensiones de la matriz B que queremos introducir (2x3):

A B C
1
1 2 3
Ingresaremos la matriz en B
MAT D
0
MatB (Il’le’l) m!
0.
Me pregunta por el nimero de filas; respuesta: 2 filas
MAT D
MatB (mxn n?
= () n

Me pregunta por el nimero de columnas; respuesta: 3 columnas

m -arén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices. _
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MAT D
E] MatB 11 N -
A continuacion iremos introduciendo los diferentes elementos de la matriz B:
b11 = 1
MAT D
B MatB 12 N -
b12 =-2
MAT D
MatB 13
D@OO o
bis=3 . ba=4; by =5 ; by =6
MAT D
MatB 11
U EEEIE) L -

Una vez introducidos todos los elementos podemos movernos por la matriz con los cursores E] E] E] @ o con el
E] para modificar cualquier error.

De esta misma forma podriamos introducir la matriz A o la matriz C, es decir, sélo podremos tra-
bajar con 4 matrices:

La matriz A, la matriz B, la matriz C y la matriz Ans (matriz respuesta).

TIPOS DE MATRICES

A la vista de las definiciones escribe diferentes matrices que sirvan de ejemplo
para ilustrarlas:

Matriz fila, matriz columna, matriz rectangular, matriz cuadrada (diagonal prin-
005 | cipal y diagonal secundaria), matriz triangular superior, matriz triangular inferior,| B
matriz triangular, matriz diagonal, matriz escalar, matriz unidad, matriz nula,
matriz traspuesta (propiedades), matriz simétrica, matriz opuesta, matriz anti-
simétrica.

NOTA: A través de este ejercicio se reflexiona sobre las definiciones y se hace un repaso de los
conceptos vistos hasta ahora (utilizaremos la gama de calculadoras CFX 98506).

Desde el punto de vista de su dimensién podemos hablar de:

E I 2 3

IC | o I

Matriz fila: es la matriz que tiene una sola fila y varias columnas

Ejemplo — W@ §§ % .

[R-OFJROL
C I
Matriz columna: es la matriz que tiene s6lo una columna y va- é[-:]
rias filas. 3 '
Ejemplo — a
[T (P

MATEMATICAS Y TIC @
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E 1 2 3
. . , I 1 3 -1
Matriz rectangular: es aquella matriz en la que el nimero de a[ -z 5 -ﬂ]
filas es distinto del nimero de columnas.
Ejemplo — i
F-OFdR 0L [EpIT
. . . , ] | 2 E|
Cuadrada: es aquella matriz que tiene el mismo numero de filas | | a |
2 u -1 2
que de columnas. 3[ " o
Serian de dimension n x n, pero en este caso se suele utilizar el
vocablo "de orden"; asi ésta seria una matriz de orden n. -3
[T [T

El conjunto de todas la matrices de orden 7 se representa por M,
Diagonal principal de una matriz cuadrada, es el conjunto de elementos de la

formaa; Vi=1,2,3,..,n ; esdecir, los elementos a;; as as;... am

Diagonal secundaria de una matriz cuadrada: es el conjunto de elementos de la
forma @i i1 ,Vi= 1,2, 3, .., n esdecir, los elementos a;; az; as;

CURIOSIDAD: en la diagonal secundaria, la suma de subindices de fila y columna es una unidad supe-
rior al orden de la matriz.

Dentro de las matrices cuadradas distinguiremos varios tipos atendiendo a propiedades particu-
lares de sus elementos:

G | 2 3
I 2 3 -2
Matriz triangular superior: es una matriz cuadrada en la que E[ ] -2 5]
todos los elementos situados por debajo de la diagonal principal 3 . o
son 0. =
F-OPdROLL
H I 2 3
I 2 o o
Matriz triangular inferior: es una matriz cuadrada en la que todos a[ E| B u]
los elementos situados por encima de la diagonal principal son 0. 3 § 5 I
Ejemplo — 1
F-ORJR b
& | 2 3
. . I 2 3 -2
Matriz triangular: es toda matriz cuadrada que es triangular supe- a[ o -a 5]
rior o inferior. 3 g o I
Ejemplo — z
(3077 P
F 1 _ 2
. . I I [
Matriz diagonal: es toda matriz cuyos elementos no diagonales a[ ] ‘]
son nulos. (es triangular superior e inferior simultaneamente).
Ejemplo — 5
F-OPJROLL
F _1 2
. I - i
Matriz escalar: es una matriz diagonal en la que todos los elemen- a[ o ‘]
tos de la diagonal principal son iguales.
Ejemplo — -5
(B0 P
. . . Ans__1_ 2 _ 3
Matriz unidad (I): es una matriz escalar en la que todos los ele- I o o
mentos NO nulos son iguales a 1. Se representa por /, o simple- : g l'] ',J]
mente por I si el orden es conocido
; 1
izl = Tden] im]Fill Ea
R
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Matriz nula: es aquella en la que todos los elementos que la F | F _u]
constituyen son 0. Se representa por O, o simplemente por O si el 2 o o
orden es conocido.
Ejemplo: matriz nula de orden 2 — O, F-oFJRa0) &
0 0
El concepto de matriz nula o cero extiende a matrices rectangulares. Asi O;,, ={0 0
0 0
Matriz traspuesta: se llama traspuesta de una matriz A de di- Ans__1L_ 2
mensiones mxn a otra matriz A' de dimensiones nxm, que se ob- : S
tiene a partir de la primera, intercambiando ordenadamente filas 3 -1 o
por columnas.
1
Hagamos la traspuesta de E — E' =
Propiedades de la transposicion de matrices:
(A=A, Vdewn,, (A+B)' = A4 +B',V4,BeM,,,
(kA = k-A", YdeM, ,, VkeR (AB) =B'-A', YVA,Bewm,,_,
= I 2 3
. . . I I -2 3
Matriz simétrica: Una matriz es simétrica cuando es igual a su a[ -2 1 u]
traspuesta. 3 3 u I
Ejemplo — g
R-OPJROL
Ans 1 2 El
. . . I 2 -3
Matriz opuesta: Dada una matriz A se dice que la matriz 2 a -1 -u]
— A es su opuesta si todos sus elementos tienen el signo opuesto: 3 -4 -4 -8
Disefiemos la opuesta de la matriz S— (- S) 1
A 1 2 3
Matriz antisimétrica o hemisimétrica: es toda matriz cuadrada é[ - f]
que coincide con la opuesta de su transpuesta, A = -A% es decir, la 3 5 -1 R
que tiene opuestos los elementos simétricos respecto de la diagonal
principal y nulos los elementos de ésta.
FOEgROL [EDIT

NOTA: LA CALCULADORA GRAFICA tiene la opcién de obtener la traspuesta de una matriz determinada y
la matriz unidad de un determinado orden; para ello trabajamos en el modo RUN, que es donde efectuamos las
operaciones con matrices, asi como otras funciones:

Trh Mal. E Ans__ 1 _ @

Hagamos la traspuesta de E — E' I -a]
] 3 5
MAT Tm Mat E 3 -1 o
(END) (1) (o] (2] (4] (1)
EXE

1
EFA CEM SEA B EVE & | EFA CEM EEA A EREl [ T

B ident: se puede escribir directamente una matriz identidad.
e Sintaxis: ident (ndmero natural)

> Identity AnE 1 2 El
17 i []
I
MAT
Iden

1

3 Iden]DiimJFill T
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OPERACIONES CON MATRICES

En el conjunto de todas las matrices de dimension m x n, My, vamos a estudiar las siguientes
operaciones (y sus propiedades):
SUMA DE DOS MATRICES

La suma de varias matrices de la misma dimensién es otra matriz cuyos elementos se obtienen
sumando los que ocupan el mismo lugar en cada una de las matrices sumadas.

Sean Ay B dos matrices de dimensién m x n, se define la suma de Ay B como otra matriz de
igual dimension cuyos elementos se obtienen sumando los elementos correspondientes de las matri-
ces Ay B. Es decir:

C=A+B & Cij:aij"'bij, Vi=1,2,3,...,m , Vj=1,2,3,...,n,‘ A,B,CEmen

2 -5 0 3 -3 2
Sean las matrices A=|3 6 -8 B={-2 1 9 -
006
5 6 1 3 6 -1 i)
Efectia A + B
.. RESOLUCION:
243 —5+4(=3) 0+2 5 -8 2
A+B=|3+(-2) 6+1 -8+9 | =1 7 1

543 6+6 1+(=1)) (8 12 0

H RESOLUCION:
Con la gama de calculadoras CFX 98506

Introducimos las matrices A y B en la calculadora | Mat HA+Mat E Ans__1 2 3
en el modo MAT. Para proceder a sumarlas: é | ': f:l
MAT Mat 3 ] 12 a
(exir) (exir] (opN) (F2]) (1)
A Mat B S
[ [ A i BV T & | G R G i B T

Propiedades de la suma de matrices: El conjunto de matrices de dimensién m x n con la opera-
cién suma tiene estructura de grupo abeliano al cumplir la siguientes propiedades:
Propiedad asociativa:
(4+B)+C=4+(B+C), VA,B,CeM
Existencia de elemento neutro:
30 eM,,,/VAeM
Existencia de elemento simétrico:
I(-A)emM,,,/ VAeM
Propiedad conmutativa:

mxn

O+4=4+0=4

mxn >

s A+(=A)=(-4)+4=0

mxn

A+B=B+A4, YA, BeM,,,

La suma de matrices se comporta de una manera similar a la suma de ndmeros.
DIFERENCIA DE DOS MATRICES

Sean dos matrices A y B de igual dimension, la diferencia de A y B, expresado como A - B es la
matriz que resulta de sumar A con la matriz opuesta de B:

A-B=A+(-B)
007 Efectla A - B, siendo A y B las matrices del ejercicio anterior BH2
;|j.. RESOLUCION:
2-3 -5-(=3) 0-2 -1 -2 -2
A-B=|3-(=2 6-1 -8-9|=|5 5 -17

5-3 6-6 1-(-)) |2 0 2
Con la gama de calculadoras CFX 98506

n@ -rén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices._
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Mat. A-Mat H Ans__1_ 2 _ 3
I -2 -2
Las matrices A y B ya las tenemos : : E -Ig]
(W E ()
-1
CEA PN R NG FYEl [ & EIEl ¢

SUMA ALGEBRAICA DE MATRICES

La suma algebraica de varias matrices de la misma dimensién es otra matriz que resulta de sumar
algebraicamente los elementos que ocupan el mismo lugar en cada una de las matrices sumandos.

Sean las siguientes matrices, efectia A-B-C + D

008 A:(Z —1J B=[9 2} C:[o 2} D:(4 —1] BH2
3 4 -2 5 -1 3 3 2

| RESOLUCION:
A-B-C+D= ( 2-9-0+4 —1—2—2+(—1)J _ (—3 —6)
3-(2)—(-D)+3  4-5-3+2 9 -2
H RESOLUCION:
HEL A-Mat B-Mat C+Mal |Ans_—1_ a
I -E
Introducimos las matrices A, B,Cy D en 2 g -E]

la calculadora en el modo MAT y efec-
tuamos las operaciones:

-3
(Fat [ [Det ] TrnAu 3 e Mat [ ML Det ] Trn[Au S]e

PRODUCTO DE UN NUMERO POR UNA MATRIZ.

Sea kun nimero real (escalar) y A una matriz de dimension m x 7, se define el producto de ese
ndmero A por la matriz A4, y lo denotaremos por k-A, a otra matriz de dimensién m x n cuyos ele-
mentos se obtienen multiplicando por 4 el elemento correspondiente de la matriz A . Es decir:

B=kA < bj=ka;, Vi=1,2,3,...m ; vj=123,.,n A BeMun , keR

009 Sea A= @ _41], efectia 5-A BH2
|| RESOLUCION:
sac (52 5CED) g, (105
5.3 5.4 15 20
H RESOLUCION:
SMat. A A1 _ 28
| 1 -5]
g 15 20
1A
(Mat ML IDet | THn [Au TS [Fat [ Dt ] Trn Ao S e

Propiedades del producto de un escalar por una matriz:
Propiedad distributiva del producto respecto a la suma de matrices:
k-(A+B)=k-A+k-B,VA,BeM,, , VkeR

mxn >
Propiedad distributiva del producto respecto de la suma de escalares:
(k+k)-A=k-A+k'A, VAeM,,, , Vkk'eR

Asociatividad mixta:

k-(k4)=(k-k)-4, VAenM,,, , Vkk'eR

Neutro de operadores:
1-A=4,V4eM

mxn

MATEMATICAS Y TIC @
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Al cumplir el producto de un escalar por una matriz las anteriores propiedades el conjunto de
matrices de dimension m x n con las operaciones suma y producto por un escalar tiene estructura
de espacio vectorial.

Las matrices escalares pueden ser escritas en la forma kI

PRODUCTO DE MATRICES.

Algoritmo.
Sea A una matriz de dimensién m x n y B una matriz de dimension n x p se define el producto
de Ay B como otra matriz Cde dimensién m x p cuyos elementos se obtienen:

cj = Zaikb,y- ,Vi=1,23,...m;Vj=123,....p
k=1

A la vista del ejemplo se puede decir que el producto de matrices de dimension mxn, no es un ley
de composicion interna salvo que my 7 coincidan (las matrices sean cuadradas); el producto de ma-
trices es, en general, no conmutativo incluso aunque las matrices sean cuadradas:

AR
a0 20300

Dos matrices cuadradas Ay B se dice que conmutan si A-B = B-A

AB=BA

7 8
1 2 3
Sean las matrices: A = B=|19 o0
010 4 5 6 { 5 BH2

Efectia (a) AB (b) BA
|\ RESOLUCION apartado a:

Antes de empezar a hacer un PRODUCTO de matrices debemos de hacer una comprobacion ruti-
naria:

(a) Sean 2 matrices A y B, para que se pueda efectuar el producto A-B es condicidn necesaria
que el ndmero de columnas de la matriz A sea igual al nimero de filas de la matriz B.

(b) El producto, por la izquierda, de una matriz de dimensién mxn por otra matriz de dimensién
nxp es una matriz de dimension mxp.

(c) La multiplicacién de matrices no posee la propiedad conmutativa.

Tienen que ser iguales

2x3 3x2

t ¢

Dimensidn de la matriz resultante 2 x 2

1 2 3 ! 8
A-B: ( j 9 0
4 5 6
1 =2
Dimensién de A: 2 x 3 Dimensién de B: 3 x 2

Dimensiénde AxB: 2x2

1:742:943-(=1) 1-8+2:0+3-(-2)
AB:=

4.7+5-9+6-(-1) 4-8+5-0+6-(-2)

po[7+18-3 8-6) (22 2
" l28+45-6 32-12) |67 20

n _én las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrice_
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&S RESOLUCION apartado b:

78 1 2 3
eaz|o o |-, 30
4 5 6

-1 -2

7+32 14+40 21+48
BA=|9+0 18+0 27+0
-1-8 -2-10 -3-12

39 54 69

BA=| 9 18 27

-9 -12 -15

H RESOLUCION:
Mat. A=Mat B Ans___1 H Mat. B=Mat. A Ans__| g 3

1 0 E] | - 54 E!]
2 B1 1] H ] [1:} 21
3 -q -2 -15

39

2
[t [+l [0t ] TenlAu S D [EETA [TEM (W53 ha CE [ & [EETA [ (A e EEl [ ©

Propiedades del producto de matrices:

Propiedad asociativa:
(4-B)-C=4-(B-C), V4,B,C eM,,,
Existencia de elemento neutro:
31,01, eM,,  |NAeM, I, -A=A-1, =4
Propiedad distributiva del producto respecto a la suma de matrices:
A-(B+C)=A4-B+A4-C, V4,B,CeM,,,
No posee la propiedad conmutativa:
J4,BeM A-B#B-A

El conjunto de matrices de dimensién m x n con las operaciones suma y producto tiene estructu-
ra de anillo no conmutativo.

mxn mxn >

mxn>

El producto de matrices se comporta de manera diferente al producto de nimeros y debemos
resaltar los siguientes aspectos:

¢(1) El producto de dos matrices no nulas puede ser la matriz nula:
0 5)(7 0 00 5 1 2 -1 00
(0 OMO OJ:(O Oj [10 2)(—10 sj:(o Oj
- Con nlmeros si a-b=0entonces o bien a=0 o bien »=0 pero con matricessi A-B=0 no
se deduceque 4=0 o B=0.

*(2) La matriz unidad no es la Unica que multiplicada por otra matriz tiene como resultado esa

segunda matriz.
0 0)(-5 9) (00
2 3)(4 -5) (23

5 0)(0 O 0 0
(—4 1)(2 3)2(2 3]
- Con nimeros si a-b = b entonces a=1 pero con matrices si A-B = B no se deduce que A = 1.
*(3) La ley de cancelacién tampoco funciona de igual manera.
2 =3)(-2 5 2 =3)(1 2 -2 5 1 2
(—4 6 )(—3 6)2(—4 6 M—l 4) > (—3 6J=(—1 4J
- Con nlmeros si ab=ac y a=0 entoncesb = c, pero con matrices si A-B = A-C no se de-
duce que B=C.
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Sean las siguientes matrices, (a) Efectia A-B (b) Efectia B-A
-3 1
1 -1
011 A:[ o] B=lo 3 B2
-5 3 =2
-2 =2
™., RESOLUCION apartado a;
R A
AB= ( J 0 3 =
-5 3 =2
-2 =2
Dimension de A: 2 x 3 Dimension de A: 3 x 2

Dimensionde AxB: 2 x 2

-3+0+0 1-3+0 _ -3 =2
15+0+4 —5+9+4) (19 8

-3 1 -1 0
BAZ| 0 3 ( ]
-5 3 -2
2 -2

.. RESOLUCION apartado b:

Dimensién de B: 3 x 2 Dimensidn de A: 2 x 3
Dimensién de B x A: 3 x 3

-3-5 3+3 0-2 -8 6 =2
0-15 0+9 0-6|=|-15 9 -6
~2+10 2-6 0+4 8 -4 4
H RESOLUCION:
Mat R=Mat E Anz__1 z Mat E=Mal A Anz__L 2 a_
| -E] | H B -E]
g 19 :] g =15 g =B
3 B -y u
-3 -8
[at (L] Det ] Trn Ao S Lt LU Dot Trn (R [ Lt ] L | et ] Trn AL S e
1 -1 0 1 3 0
Sean A=|0 0 -1 B-= [0 ) 3] B
012 43 0 &
a) Efectia A-B b) Efectia B-A
%. RESOLUCION apartado a:
1 -1 O L3 0
AB=(0 0 -1|-
0 2 3
4 3 0
Dimensidnde A: 3 x 3 Dimensién de B: 2 x 3

Dimensiénde A x B: ¢?
No se puede efectuar el producto ya que el nimero de columnas de la matriz A es distinta
del ndmero de filas de la matriz B.
S5, RESOLUCION apartado b:

1 3 0 1 -1 O
B-A-= ( ] 10 0 -=-1]=
0 2 3
4 3 0
Dimensidn de B: 2 x 3 Dimensidnde A: 3 x 3

DimensibndeBx A: 2x3

BA - [1 -1 —3]
12 9 -2
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H RESOLUCION:

Mat AxMat B Mgt—Cuctdat D Mal. BxMal A Ans__1_ 2 __ 3
|[-] -1 -3

Limension ERRORE ! [E g —a]
Pressi [EXIT]

[Mat]M:LIDet Trn Fu S At L Det ] Trn Ao el et e L D=t Trn A

-1
. 1
Sean las matrices A= B=(1 -1 2)
013 2 BH2
1
a) Efectia A-B b) Efectia B-A

® .. RESOLUCION apartado a:

-1
1 -1 2

1

Dimensionde A : 4 x1 Dimensiébnde B:1x 3
Dimensibnde AxB: 4x3

11 (=D)-(=1) (=1)-2 11 -2
A 1 1) 12 apo| ! 12
2.1 2.(-1) 22 2 -2 4
1 1) 12 1 -1 2
|5, RESOLUCION apartado b:
Dimensién de B: 1x 3 Dimensién de A: 4 x 1

No se puede efectuar el producto B - A ya que el nimero de columnas de la matriz B es dis-
tinto al nimero de filas de la matriz A.
NOTA: Este tipo de ejercicios son interesantes cuando tenemos como objetivo comprobar si el alumnado

conoce el algoritmo del producto de matrices y tienen como herramienta una calculadora cientifica, ya que ésta
no es capaz de trabajar con matrices de orden superior a tres.

3 1
014 Sea la matriz A = [5 Zj  efectda: 3-A-AT-2I | Siendo I la matriz unidad. BH2

| RESOLUCION:
33135210_9335 2 0\ (27+3 45+6) (2 0)_
5 2)11 2 0 1) (15 6/(1 2) \o 2) |45+6 75+12) (0 2/
_ (30 51} (2 0) (28 51
" {51 87) Lo 2) |51 85

H RESOLUCION:

AL TMial FxTrn Mat A-Zlde i1 E
: 2 " ntitx \FEEE 51
L ] Efectuamos las operaciones L as ]
indicadas:
2 28
[R-ORJROWICOL JSF4) [Lden]Dim|Filll I

Efectda (a) AB (b) A+B  (c) AB"  (d) 2A - 3B, dadas las matrices

_ BH2
015 A=[1 35 1} B:(s 25 2} B
03 1 -1 1 1 0 -1

® . RESOLUCION apartado a:

A-B =
Dimensibn A (2x4)  Dimensién B (2x4)
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No se puede efectuar el producto A - B ya que el nimero de columnas de la matriz A es dis-

tinto al nimero de filas de la matriz B.
% RESOLUCION apartado b:

A+B =

1 3 5 1 3 -2 5 2 4 1 10 3
A+B= + =
0 3 1 -1 1 1 0 -1 1 4 1 =2

|\ RESOLUCION apartado c:

A-B' =
31
A-BT=(135 1]_—2 .
0 3 1 -1 50
2 -1

Dimensién A (2x4)  Dimensidn B' (4x2)
Dimensién A-B' (2x2)

C(3-6+25+2 143+0-1) _ (24 3
“l0-6+5-2 0+3+0+1) (-3 4

.. RESOLUCION apartado d:

2:A-3B-=
2 6 10 2 9 -6 15 6)_ (-7 12 -5 -4
06 2 -2 3 3 0 -3 -3 3 2 1
H RESOLUCION:
AB A+ B A-BT 2A- 3B
Mat. AxMat H Mat. AHlat B Mat. AXTrn Mal B 2Mat. A-3Mat B
(MatMsLIDat [ Trn]AuSTE FA M SF WA EE & [MatIMsLIDat ] TrrAUSTE FA M SF WA EE &
[ qt—Cckdmt 00 AhE 1 2 3 ] AhE 1 2 AhE 1 2 3 ]
Dimension EREOR é[ 1 l|4 “|] :] é[ -3 lal] é[ -3 I: : T]
Press:[ERITI
4 24 -T
FA GEM FFA WA EFE

REVISANDO LA ACTIVIDAD INICIAL

Actividad inicial mediante resolucion matricial.

Una empresa tiene tres factorias, Fi, F2 , F5 en las que se fabrican diariamente tres tipos di-
ferentes de productos, A, By C, como se indica a continuacion:
Turno de mafiana:

A B @
F (200 40 30

M=F,| 20 100 200

Turno de tarde:

A B C
F (150 30 30

T=F,| 10 80 100
F {60 30 30
Cada unidad de A que se vende proporciona un beneficio de 5 euros; por cada unidad de B, se
obtienen 20 euros de beneficio; y por cada una de C, 30 euros.

Sabiendo que la empresa vende toda la produccién diaria, obtén el beneficio diario obtenido
con cada una de las tres factorias.

n -rén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices._
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La resolucion del problema adopta fdcilmente forma de operacidon matricial; asi la produccién
diaria de cada factoria por producto es la suma matricial:
200 40 30 150 30 30 350 70 60
D=M+T=| 20 100 200|+| 10 80 100 |=| 30 180 300
80 50 40 60 30 30 140 80 70

4 B c
F (350 70 60

D=F,| 30 180 300
£ 140 80 70

esto quiere decir que:

La factoria 1 produce 350 productos A, 70 productos By 60 productos C diariamente. La facto-
ria 2 produce 30 productos A, 180 productos B y 300 productos C diariamente. La factoria 3
produce 140 productos A, 80 productos By 70 productos C diariamente.

El beneficio diario por factoria sale, naturalmente, al multiplicar la matriz de produccién diaria
por la matriz columna de beneficio por producto:

5 ) Beneficio por unidad A
B =| 20 | Beneficio por unidad B
30 ) Beneficio por unidad C

El beneficio diario por factoria es:
350 70 60 5 350-5+70-20+60-30 4950 \ BF,
D-B=| 30 180 300 |-/ 20 |=|30-5+180-20+300-30 |=| 12750 |BF,
140 80 70 ) (30 140-5+80-20+70-30 4400 ) BF;

El beneficio total diario es:
Beneficio Total = 4950 + 12750 + 4400 =22100

. " . H_/ ) - .
Beneficio factorial  Beneficio factoria2 — Beneficio factoria3

Ll

'AV1i=v;v1

FX 98606 SD EN SU VERSION PARA PC
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POTENCIAS DE UNA MATRIZ

En el caso de matrices cuadradas podemos definir la potencia de matrices. Sea 4 una matriz cua-
drada de orden 7 por definicién A°=I y 4" =4-4-...-4 siendo kun ndmero natural.
\—{_/

k veces

Las matrices que son iguales a sus potencias se llaman idempotentes y verifican que A% = A.

1 10
Sea M=[0 1 1| ytambién I lamatriz identidad de orden 3x3
016 00 1

BH2
(a) Calcula la matriz J tal que M = J + I

(b) Calcula las matrices J'z, J3 y J1994.
RESOLUCION apartado a:

M=J+I
M-I=J > J=M-I
110 1 00 010

J=]0 1 1|-|0 1 0|=]|0 0
00 1 00 1 00 0

RESOLUCION apartado b:
01 0)(0 10 00 1

J2=J-J=10 0 1/:]0 0 1|=]0 0 O
00 0)/l0 00 00 0
00 1)(0 1 0 00 0

J3=J2~J=000]001=000
00 0)l0 00 00 0
00 0)(0 1 0 00 0

J4=J%-J=10 0 0[]0 0 1|=]|0 0 O
000000 00 0

Por lo tanto, a partir de aqui, todas las potencias de J serdn la matriz nula, ya que proceden del
producto de una matriz de grado (n + 1) por la matriz nula de grado n.

0 0 0
J-l994 =10 0 0O
0 0 0
m
JZ J-3 J1994
Ans__| 2 _ 3 Ans__| 2 _ 3 Ans__1 2 :
I ] o I I 1 o g ! : ; "
! : - u] 2 o 0 u] 2 o 0 "]
3 0 0 0 3 0 0 0 3 0 0 o
B @ )
Fat JH:LIDet | Trn [AuSTNE

Uso de la calculadora para calcular la potencia enésima de una matriz

El hecho de que una ley de recurrencia o de formacién se cumpla para unos casos, ho justifica el
que se cumpla para todos los casos.

Existe un método llamado de INDUCCION que consiste en comprobar que si una ley de formacidn
se cumple para 1, 2, 3 6 los 4 primeros casos; se supone que se cumple para un caso h y se demuestra

n _én las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrice_
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que a partir de ese caso h, se cumple para el h + 1. Es decir, demuestra que si se cumple para un ca-
so, se cumple para el caso siguiente y como para los primeros se cumple, se cumple para todos.

1 01
017 Calcula la potencia enésima de lamatrizA= |0 1 1 &2—
0 01
Mat
Entramos en el modo i
MAT: Maf © Hohe
' Mat. D Hoke
e R
3
MENU [ HAT] DEL JOELAJOIN
1 et A 1 2 3
. 0.2 Dimension mxn W0 [ [
Dimension 3x3 4 = a[ [ i u]
m H 3 o 1] o
M n i3
T T a
[DEL_JOEL-aJOTH ) [T (NI (ST [ETTT
A1 e 3 (exiT] (EXIT) (OPTN]
Introducimos los datos de :[ I -'1] elevamos la matriz A al M-AT M-fiT %
las columnas y filas. ) cuadrado [F2 ] -AF ALEHA
P e
Mat. A~2 AkE __| 2 3 10 2
1] 1] 2
(Mat A)? = MatA - MatA a[ 0 ] a]
3 1] 1] | O 1 2
EXE
SR 1 0 01
[MatIM:LIDet ] TrnlAuSE

Como Vemos, en este tipo de actividades la calculadora cobra una gran importancia: hace el tra-
bajo "sucio y farragoso", dejdndonos el tiempo para pensar y conjeturar:

Mat. A*3 FmIS ﬁ 2 - E| - 10
(Mat A)® = (MatA)? - MatA :[ n ! ?] @ o ;
s ! 00 1
1zt [rxL[Det] Tr-n]us
Ya vamos viendo la ley de formacién. Suponemos que se cumple para un orden h = 100
Mat A*188 gL _ 2 _ 3
|[-1 U Inu] @ 1 0 100
2 o 1 100
EXE =or o 0 1 100
! 0 0 1
FA PN EEA S EE -
Si se cumple para h = 100, debe cumplirse para h + 1 = 101
Mat A*181 Ams__L__ 2 _ 3
] FRTT] @ 1 0 101
E[ 1] 1 II:II]
EXE =onon 0 1 101
' 001
IFA CEN EEA NS EE =
Mal FxMat A~188 g L _ @ 3
- & oo
h+1 = Mat A - (Mat A)'® oo 0 1 101
Hat]H: [Det ] Trn]Aus] ' 0 1
Si se cumple para h = 100 y se cumple también para h+1 = 101, "ya 1 On
seria mala suerte haber acertado con los dnicos valores Ay A+ que A"=|0 1 n
cumplen nuestra hipdtesis". Asi pues: 0 01
EJERCICIO PROPUESTO
100
018 Calcula la potencia enésima de la matrizA= |1 1 O 352—
111

MATEMATICAS Y TIC @
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LA MATRIZ INVERSA
Concepto.

Llamamos matriz inversa de una matriz cuadrada A y la denotamos por A™ a una matriz que
verifica que

A-AlzA" A=I

Siendo I lamatriz unidad.

Las matrices cuadradas no siempre tienen inversa. Esto permite clasificar las matrices cua-
dradas en dos grandes grupos: en matrices regulares, que son las que tienen inversa, y en matrices
singulares, que son las que no tienen inversa.

Propiedades de las matrices inversas (siempre que existan):

(1) Unicidad: la matriz inversa de una matriz cuadrada, si existe, es Unica.

Demostracion: Vamos suponer que existen dos matrices inversas a una matriz A dada y razonan-

do vamos a comprobar que son iguales. Supongamos que By Cson dichas inversas:
C=C-I=C-(A-B)=(C-A)-B=I-B=B

) (A=A , Vdem,

3) (AN = (A, Vdewm,

Teniendo en cuenta la propiedad (AB)' =B'-4', VA,BeM

Demostracidn: basta con comprobar que (A" - (A")'=I yque(A?) - (A") =1, enefecto:
AT (A = (AT A =TT (A -AT=(A-AD) =T'=1
(4) (4-B)' =B"-4"',VA,Be M,
Demostracion: basta con comprobar que
(AB)-(B'-AN)=I yque (B'-A")-(AB)=I
(AB) - (B'-Ah=A[(BB')A']= | (B'-A")-(AB)=B' (A A)B]=
A[TA=AAl=T B!-[IB]=B!'B=TI

La inversa de la suma de dos matrices cuadradas no es la suma de las inversas:
—1 _ _
(A4+B) ' #4" +B"

Si Aes regular (existe A™'), las leyes de cancelacién son vdlidas y por lo tanto si
A-B=A4-C sededuceque B=C osi B-4=C-A sededuceque B=C.

Calculo de la matriz inversa.

(A) Aplicando la definicion y resolviendo el sistema resultante.

2 3
019 Halla la matriz inversa de A = [4 5] BH2

S .. RESOLUCION APLICANDO LA DEFINICION, CON LAPIZ Y PAPEL:

A’I:xy
z t

Aplicamos la definicién:
A-Aal-aloa-t

2 3 (x y) (x y|(2 3) (1 O
4 5)\z ¢) z ¢)J4 5) 101
1° Multiplicando el primer miembro
2x+3z 2y+3t) (1 0
_> =
4x+5z 4y+5t 0 1

n@ an las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrice—
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2° Multiplicando el segundo miembro —
2z+4t  3z+5¢t 0 1

2x+4y 3x+5yJ_(l 0)

Aplicando la definicién de igualdad de matrices en la 1° expresién:
2x+3z=1 —-2)2x+3z=1 —4x—-6z=-2
- -

4x+5z=0 4x+5z=0 4x+5z=0
o —z=22
z=2
2x+32=1 » 2x=1-6 —
x = -5/2
2y+3t=0 -2)2y+3t=0 —4y—6t:0}
4y+5t:1} - 4y+5t:1} — 4y+5t=1
=1
t=-1
2y +3(-1)=0 > 2y=3 >
y = 3/2
Aplicando la definicidn de igualdad de matrices en la 2° expresién:
2x+4y =1 -3)2x+4y=1 —6x—12y=—3}
3x+5y=0} - 2)3x+5y=0} —  6x+10y=0
o -y=3
y = 3/2
2x+4y=1 - 2x+43/2=1 - 2x+6 =1 — 2x=-b
= - 5/2
2z+4t=0 -3)2z+4t=0 —6Z—12t:0}
3z+5t:1} - 2) 3z+5t=1} -  6z+10r=2
-2t=2
t=-1
2z+4(-1)=0 - 2z-4=0 > 2z:=4
z=2

Por lo tanto la matriz inversa sera:

4io (7512 302
L2 -

= Si nos sale alguna incoherencia, como pueda ser que el valor que toma alguna de las incégnitas
sea diferente al despejar en la 1° o0 en la 2%, diremos que la matriz no tiene inversa.

Realmente no hace falta comprobar que 4™'-4 =1 porque si Aes cuadraday 4-B=1 se
puede demostrar (aunque no lo haremos) que entonces se verificaque B-A4=1

= E| problema se nos plantea cuando tratamos de resolver matrices de orden 3, en las que el nd-
mero de ecuaciones que obtendremos va a ser muy grande; y no digamos si son de orden 4, 5,... por lo
que un método mds cémodo es el de GAUSS - JORDAN, y que es el que a continuacion pasamos a
exponer.

(B) Método de GAUSS-JORDAN.

La inversa de una matriz regular A se calcula transformando la matriz
(4] 1) mediante operaciones elementales por filas en la matriz (I | A’l).

(A | 1) op. elementales por filas (I|A—l)

MATEMATICAS Y TIC @
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31 2
020 Halla la matriz inversade A= |0 1 -1|y explica el resultado obtenido BH2
1 1 2

|.. RESOLUCION:
Vamos a calcular la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan; para ello colocamos la matriz

A y la matriz ampliada resultante de afiadirle la matriz unidad correspondiente; después de las
transformaciones pertinentes, buscamos obtener en la parte izquierda la matriz unidad:
-D(3 1 2 | 100
01 -1]010|>
@l 1 2 1001

31 2 ] 1 00
01 =11 0 1 0|>

M2 4 | -103
31 2] 1 0 03
o1 -1] 0 1 0f -
nlo o 6 | -1 -2 3)-1

2(9 30| 4 2 -3

-Djo 6 0| -1 4 3|>
006 | -1 -2 3
We(18 00| 9 0 -9 lOOI% ‘/
%060|—143—>010|yy/—>
wio o6 | -1 -2 3 0 0 —/—//

/ Asi pues, si multiplicamos las matrices A-A™ o bien, las
matrices A-A obtendremos de ambas formas la matriz

[
A _% % % unidad:
Ve H K AAl=pAlazT
(C) MEDIANTE CALCULADORA CIENTIFICA.

Efectda el ejercicio anterior con calculadora cientifica y explica el resultado|
obtenido.

021

H RESOLUCION:
Introducimos los elementos de la matriz A, de orden 3, en la calculadora CIENTIFICA segln ya

hemos visto:
MAT D
SHIFT MAT MatA 11 -
(Mopg) (Mopg) (mong) (2] () (4] BB 0.
Introducimos todos los elementos de la matriz A
MAT D
EOCEAEOEHMEIDMEIME] MatA 11 N
=HEIE) 2.
Intentamos conseguir  Mat A™
MAT D
SHIFT MAT MatA™
e 2.

n _én las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrice_
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MAT D
MatAns 11
&J 0.5
Seglin vayamos moviendo el cursor E] iran apareciendo los diferentes elementos
Ans;; =0 Ansgz = - 1/2 % 0 _%
Ans,; = -1/6 Ans,; = 2/3 Ans,3 = 1/2 Al= _% % %
Anssz; = - 1/6 Anss, = - 1/3 Ansssz = 1/2 _% _% %

Si multiplicamos las matrices A-A™ o bien, las matrices A™A obtendremos de am-
bas formas la matriz unidad:

AAl-Ala-T

(D) MEDIANTE CALCULADORA GRAFICA GAMA FX 9860G SD

Efectla el ejercicio anterior con calculadora grdfica y explica el resultado
obtenido.

BH2

022

H RESOLUCION:

Introducimos los elementos de la matriz A en la calculadora en el modo MAT vy, a continuacion,
efectuamos las siguientes operaciones en el modo RUN para conseguir ~ Mat A™!

Mat. A-

Ans___1_ 2 3

MAT Mat

(opmn) (2] (1 ) (VTN

| 0 -0.5
2| -0. 166 O.EBER I].E]
EXE 3L-0. 166 -0.333 0.5

A X

1.2
Mat ML Det ] TrnlAu S [EETA [CEM 753 i EPEl T

Comprobacién: A - A’

Mat AxMat Al

1
[Mat JMsL]0et JTrn AU G [EETA [EM [SE53 G EFE [ T

Comprobacién: A" - A

Mat A-l=Mat A Ans__L_ 2 __ 3
I 0 0
2 0 [ u]
3 0 0 I

1
Mat sl [Det I TrnlAuS] e
Asi pues, si multiplicamos las matrices A-A™ o bien, las matrices A™A obtendremos de ambas
formas la matriz unidad:
AAal-ala-1

1 1 2
Halla la matriz inversade B=| 2 0 -1| por métodos algebraicos y ex-
023 BH
-6 -1 0
plica el resultado obtenido.
s B resoLucion:

Vamos a calcular la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan.

MATEMATICAS Y TIC
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(1 1 2 | 10 0)06) 11 2] 1 00
|2 0 -1] 010 > (30 -2-5]| -210>
-6 -1 0 | 00 1)@ @o 5 12 ] 6 01
11 2] 1 00| @1 1 0 | 5 10 4
M0 -2 -5] -2 10 > Mo -2 0 | -12 -24 -10|—>
90 0 -1 ] 2 5 2)Q o0 -1 | 2 5 2
B2 0 0 | -2 -4 -2 1oo | -1 -2 -1 -1 -2 -1
M0 -2 0 | -12 -24 -10|> 01 0] 6 12 5|>B'=6 12 5
-blo o -1 2 5 2 001 ] -2 -5 -2 -2 -5 -2
H RESOLUCION:
FII_II_EI_EE Mat A*-1 “Hfﬁ EE il
R NN I
@ -1
(S TP (A [T [Hat[MaLDet]Trn [Fus] pE
00 1
024 Halla la matriz inversade C= |0 1 0| por métodos algebraicos y explica el 3%
100
resultado obtenido
~. B resoLucion:
001 | 100
01 0] 010
1 00| 001

Colocamos las filas de forma adecuada mediante:

F1—>F3 Fo—> Fp F3—>F1

1 00 ] 001 0 0 1

010010 =>cCct=zlo10

001 1] 100 1 0 0
H RESOLUCION:
Hl_lu_iu_il Mat. A*-1 nnls ] Eu al
L} I A

0 .

F-oedron JooL G [CET [EM 5 G0 EEl [ &

Asi pues, si multiplicamos las matrices C:C"' o bien, las matrices C'-C obtendremos de ambas formas
la matriz unidad: ¢Ccl=clc=1

n -n las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrice—

1 2 3
Halla la matriz inversade C= |4 5 6| por métodos algebraicos y explica el | g,
025 i
7 8 9
resultado obtenido
. @ resoLucion:
Vamos a calcular la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan.
41 23| 1.0 0} 12 3 | 1 00
M4 56] 010 > (D0 -3 -6 | -4 10 >
7891 00 1)@ Mo -6 -12 | -7 01
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12 3] 1 00
0 -3 -6 | -4 1 0
00 o0 | 1 -21

Solucion: No sera posible obtener todo unos (1) en la diagonal principal, asi pues la matriz C no
tiene inversa.

H RESOLUCION:

g 2 3 Mat. A"-1 M=o
1 | 2 3
2 u 5 [ Ma ERREOFR
a[ 1 g ‘I] EXIT EXE P [EXIT]
resst
5 EXIT
[F-OFJROLLICOL S F4] [HMat]MsL]Det I TrnlAu S G [FHA Y

Solucion: No sera posible obtener todo unos (1) en la diagonal principal, asi pues la matriz B no
tiene inversa.

-1 0
1 -2 1 -1
Dadas A:( 3) B=|0 -2 C:( j
2 0 -1 -1 0
-1 -1
Se pide realizar las siguientes operaciones con matrices:
(a) Obtén: C + A-B
(b) Calcula: ! + (A-B)™?

(c) (C+AB)!
N RESOLUCION apartado a:

026

BH2

1 -1 -4 1 -3 0
C+AB = + =
-1 0 -1 1 -2 1
S\ RESOLUCION apartado b:

» w1 -1 | 10 M1t -1 ] 10
c_)(1)(—10|01 9(—1)0—1|11

MATEMATICAS Y TIC @
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c—1+ (AB)-I - [_% _%J
VAR
. RESOLUCION apartado c:
-3 0
MB:[ j
-2 1
-2)-3 0 1 0
c+apyt » 7 |
@-2 1| o1
-3 0| 1 0 10| 4 0
9
Ylo 3| -23 01 ] %1
-1 0
(C+AB)! = %
_% 1
H RESOLUCION:
Mat. C+Mat AxMal B IMaL C-+cMat. AxMat B)- tMat C+Mal AxMat B
(a) CIESA IEEM S5 K EEI T (b) I EM EEH R EXE T (c) v EEM S5 K EXE [ T
ARE | [ Aps __ 1 2 ART | [
U Uk Lo 1]
'3 '143 '143
(a) (b) (c)
Dadas las siguientes matrices,
-1 0 1 4
1 2 3 1 -1
:2118=22C=10D= 2 -1
027 -1 -1 2 BH2
@ (a) Halla D!y explica el resultado obtenido. d
(b) Obtén: C + A-B
(c) Caleula : €1+ (A-B)!
(d)(c+AB)!
.. RESOLUCION apartado a:
» 21 4 | 10 0y @21 0] 10 -2
D'> o2 1] 010 ™ (DO40| 02 1|
Mo o 2] 00 1)-2 002] 00 1
%(8 00| 4 -2 -9 100 | % W% %
wo 4o o2 1(=>0o1ro0] 0 4 ¥l—
woo2| 0o o0 1 001] 0 0 ¥
%o Hh
A
0 0 Y
Asi pues, si multiplicamos las matrices D-D™ o bien D™D, obtenemos de ambas formas la matriz
unidad T.
.. RESOLUCION apartado b:
TR 0 1
AB = . 2| =
2 11 ! -1 1
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C+AB=(1 4){0 1) N cwuz:(1 OJ
1 0 -1 1 0 1

.. RESOLUCION apartado c:
cl -1 -1 | 10 :
M o | o1

Mt -1 10
mo 1 | -11

| 10 Intercambiamos (D [—1 1 | 0 1
las filas -nlo 1 | 1 0

(1 -1
(A'B)l'(l 0]

dapyis [0 D)L (1 - (10
ctewn’= (5] ()= [0 )

.. RESOLUCION apartado d:

_ 1 0 1 0 _ 1 0
(C+AB! > | > (C+AB)'S
01 ] 01 0 1
H RESOLUCION:
Apartado a: Apartado b: Apartado c: Apartado d:
Mat. [l Mal. C+Mat AxMal B Mat. C-l+({Mat. AxMat B2- Mat. C+Mat A=Mat B-l
Ans__1 2 El Ans__!_ __2 Ans__!_ __2 Arns___! 2
|[ 0.5 -0.35 HHE] 1 u] 1 u] 1 u]
H 1] 0.5 0. 25 H 1] 1 H 1] 1 2 1] |
3 1] 1] 0.5
-9.8 1 1 1
[HMatH:LIDet | Trh[AuS] e Hat JH:L[Det ] Trm (AU S e

RANGO DE UNA MATRIZ

Una matriz de dimensidon m x n puede ser interpretada como un conjunto de m vectores fila o co-
mo un conjunto de 7 vectores columna.

ay  4qp a3 4y (an ap 43 aln) 4,
dyp Gy dyz Ay (az 1 G dyz ) 4,
A=|ay ap ay a4y, |= (a31 a3 A3z aSn) =| 4
A1 Ay Az 0 Ay (aml Apy Az 0 Ay ) Am

De idéntica manera podria interpretarse la matriz en un conjunto de vectores columna y escribir:

=4 2 £ o).

. MATEMATICAS Y TIC . .:l:.
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Un vector w es una combinacion lineal de los vectores v, v,,...,v,, si para ciertos escala-

res c,c,,...,c, (que se llaman coeficientes), se verifica:

chlvl +02V2 +...+Cnvn

Un conjunto de vectores {vl,vz,...,z } es linealmente dependiente o ligado si alguno de

sus vectores es combinacién lineal de los restantes. En caso contrario decimos que el con-
junto de vectores es linealmente independiente o libre.

Concepto: Se llama rango o caracteristica de una matriz A de dimension m x n, al nimero de fi-
las o columnas linealmente independientes y se denota por rg(A). El nimero de filas linealmente in-
dependientes siempre coincide con el nimero de columnas linealmente independientes.

rgqA) = rg (A, dy, Ay, 4,) = rg (4, 4%, 4% - 4")

El cdlculo del rango de una matriz por el método de Gauss consiste en transformar la matriz ori-
ginal mediante operaciones elementales por filas en una matriz triangular superior. El rango es el
nimero de filas no nulas.

Se puede demostrar que las operaciones elementales por filas no varian el rango de la ma-
triz sobre la que actuan

Calculo del rango por el método de Gauss.

I -1
2 1 |.Comenta lo que haces BH2
3 3

028 Calcula el rango de la matriz A =

(=

S\, RESOLUCION:
En la prdctica se realiza de la siguiente forma, intentando conseguir una matriz triangular su-

perior:
D2 1 -1 21 -1 21 -1
@1 2 1] > plo3 3| >]03 3
03 3 Mmlo 3 3 00 0

Una vez que obtenemos una matriz triangular superior, el rango vendra dado por el nimero de
filas que obtenemos que NO estén constituidas por ceros (0) en su totalidad.

Rango (A) = 2
2 1 -1

029 Calcula el rango de lamatrizB=|-2 -1 1 |. Coméntalo. BH2
4 2 =2

|\ RESOLUCION:
En la prdctica se realiza de la siguiente forma, intentando conseguir una matriz triangular su-

perior:
M2 1 -1\(-2) 2 1 -1
M -2 -1 1 > |00 0
4 2 =2/ 00 0

Una vez que obtenemos una matriz triangular superior, el rango vendrd dado por el nimero de
filas que obtenemos que no estén constituidas por ceros (0) en su totalidad.

Rango (B) = 1

g_
n -rén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices._
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1 2 -1
Dada lamatriz M= |2 4 m | ,bdonde "m" es un pardmetro real. Determina el | g,
030 T o

rango de M segln los distintos valores de m.
.. RESOLUCION:

2)(1 2 -1\ (-m) 1 2 -1 1 2 -1
M2 4 m S0 0 24m | > |0 2-2m —1+m
m 2 -1) () 0 2-2m —l+m 0 0 2+m

Estudiamos los diferentes casos:

m=-2 >
1 2 -1 1 2 -1
0 2-2(-2) -1+(-2)| ~> 06 -3
0 0 2+(=2) 00 O
Rango(M) = 2
2-2m=0 > -2m=-2 -1+m=0
m=1 m=
m=1 >
1 2 -1 1 2 -1
0 2-2-1 =1+1| - |0 O O
0 0 2+1 00 3
Rango(M) = 2

m=-2y m=1 - Rango(M) = 2
m= -2y m=1 > Rango(M) = 3

Forma matricial de un sistema de ecuaciones.

Realiza las operaciones que veas a continuacién y resuelve el ejercicio indicando las
propiedades que aplicas:

2 BH2

0
-1

031

1 3 3
1 4 3|
1 3 4

N2 =
1]

®S.. RESOLUCION:

Aplicando la definicién de producto de matrices
xX+3y+3z 2
x+4y+3z|=1] 0
xX+3y+4z -1

Aplicando la definicién de igualdad de matrices
x+3y+3z=2
x+4y+3z=0
x+3y+4z=-1

Lo resolvemos por el método de Gauss obteniendo por soluciones:

‘? x=17 y=-2 =-3
¢QUE OCURRIRTA SI NOS DIESEN UN SISTEMA DE ECUACIONES Y TUVIESEMOS
s QUE ESCRIBIRLO EN FORMA MATRICIAL?:

4\
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Fijandonos en el desarrollo del ejercicio anterior observamos que lo pondriamos de la siguiente

forma:
Matriz de los Matriz de las A{\a‘rr;iz d'e 0
- fa o a términos inde-
coeficientes incognitas )
pendientes
1 3 3 X 2
1 4 3 . ¥ = 0
1 3 4 z -1
La matriz de coeficientes (A) asociada a cierto sistema de ecuaciones lineales asi
como la de sus términos independientes (B) son las siguientes:
1 1 1 12
A=|2 -1 1 B=|6 BH2
032
5 1 -2 2 =
(a) Deducir las ecuaciones del sistema indicando las operaciones matriciales hechas
(b) Obtén, si es posible, la inversa de las matrices A y B. Razona las respuestas.
(c) Calcula el rango de la matriz A.

PAU  Universidad de Oviedo  Septiembre 1995 Matemdticas Aplicadas a las CCSS

||.. RESOLUCION apartado a:

11 1) (x 12
2 -1 1 |-y|l=16
5 1 -2) |z 2

Aplicando la definicidn de producto de matrices

X+y+z 12 ) L xX+y+z=12
Aplicando la definicion de

) ) 2x—y+z=6
igualdad de matrices

2x—y+z |[=| 6

S5x+y-2z 2 Sx+y—-2z=2

. RESOLUCION apartado b:
Calculamos la matriz inversa de A por el método de Gauss-Jordan

(2)(1 1 111 0 0)(5 11 111 00
M2 -1 1101 0 > (4|0 -3 -11-2 1 0] >
5 1 —210 0 1) (1) @ o -4 —71-5 0 1
11 111 0 0)a7 (17 17 0110 -4 3
anlo -3 -11-2 1 o > m|o -51 0 1-27 21 -3|>
nlo o0 -171-7 -4 3] () 0 0 -171 -7 -4 3

(%1) 51 0 0 |
|
VDo =51 0 1-27 21 -3| -
|
|
I

(4)lo o -17
AR AR

Al = AR AR

%7 %7 _%7

La matriz B no tiene inversa ya que no es cuadrada.

.. RESOLUCION apartado c:

2)(1 1 1)(=5 11 1 11 1
M2 -1 1 > (4]0 -3 -1| > |0 -3 -1
5 1 -2 () 3) 0 -4 -7 0 0 -17

n@ _n las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matric—
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Una vez que obtenemos una matriz triangular superior, el rango vendrd dado por el ndmero de filas que ob-
tenemos que no estén constituidas por ceros (0) en su totalidad.

Solucién: Rango de A = 3

Resolucién de sistemas de ecuaciones por el METODO DE LA MATRIZ INVERSA.

Resuelve el siguiente sistema por el método de la matriz inversa:

x+3y+3z=2
033

BH2

x+4y+3z=0

x+3y+4z=-1

| RESOLUCION:

Expresamos el sistema de ecuaciones en forma matricial:
I 3 3)(x 2
1 4 3|-|y|=] 0
1 3 4)\z -1

Multiplicamos por la izquierda ambos miembros de la igualdad:

-1 -1

133 13 3)(x) (13 3 2
1 4 3 14 3|-|yl=[1 4 3 0
1 3 4 13 4/ z) 1 3 4 -1
Como A1 -A=1I
x) (1 3 3\ (2
yi={l 4 3 0
) (1 3 4 ~1

-1

13 3 (-D(1 3 311 0 0)(-])
|
143 > M1 43010 >
13 4 13 410 0 1) ()
-D(1 3 31 0
|
01 0/-110|
30 0 11-1 0 1
M (13004 0 -3 007 -3 -3
| |
<30 1 0/-11 0| - |01 0/-1 1 0
00 11-10 1 00 1i-1 0 1
133y (7 -3 -3
14 3] =|-1 1 o
13 4 10 1

y efectuamos el producto

x 7 -3 -3 2
y -1 1 0]-]0
z

-1 0 1 -1
17
=|-2
z -3

MATEMATICAS Y TIC
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Resuelve el siguiente sistema por el método de la matriz inversa:
x+2y—z=1 x+2y-3z=4 3x+2y—-z=3 x+4y+7z=3

(@) {2x—y+2z=0 (b) { 2x—y-2z=0 (c) {2x+2y-4z=-10 (d) {2x+5p+8z=-1 |
X—y+z=2 x—y—z=8 2x+y+3z=16 3x+6y+9z=1

ECUACIONES MATRICIALES

Es una igualdad literal de matrices que nho es cierta para cualquier valor de las incdgnitas,
siendo estas incognitas una matriz.

1. - Para despejar, hay que observar si la multiplicacion se va realizar por la derecha o por
la izquierda, ya que el producto de matrices no tiene la propiedad conmutativa.

2. - Es aconsejable despejar la matriz que queremos obtener antes de efectuar las opera-
ciones.

Dadas las siguientes matrices:

-1 1
A:(—IOIJ B=lo 1 C:(l 2} D:(z 1) E:[o 3)
1 10 13 2 2 11

-1 -2

Calcula el valor de la matriz X en los siguientes casos:

034 (@ ¢C¢-X =D BH2

(b) C-X+D-=E

(c) X-c+D=3E

(d ¢€-X+D-X =E

(e) X-C+X-D-XE-=TI

(f) A-B=X-C

.. RESOLUCION apartado a:

(@ CX =D

Multiplicamos ambos miembros por la inversa de C por la izquierda

ct-c-X=Cc"'-D

X=C!-D
c-l_)_1)12| 1o c-t (t2] 1o
D1 3] 01 01| -11
cty (1o] 3 -2 ct=[3 72
01| -1 1 -1 1

H RESOLUCION:
Mat C-lxMat [ \ Ans__1_ _ &

-l

2
[Mat ML J0et] Trhn]AuSIIE ‘ EA CEN FEA IGH CEl [ T

NOTA: Llegado este momento, donde el objetivo de "saber realizar con lapiz y papel operacio-
nes con matrices" ya estd suficientemente trabajado, es cuando podemos dedicarnos a realizar y

n _rén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices._
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reflexionar acerca de cémo poder efectuar los primeros pasos de las ecuaciones matriciales para
obtener la solucion final. Esta dltima parte tan “denostada y temida” por los alumnos proponemos
realizarla con la ayuda de herramientas informdticas, entre las que podemos destacar el uso de cal-

culadoras.

(b) C-X+D=E

C-X=E-D
clc-X=C'(E-D)
X=C!-(E-D)

(c) X-C+D=3E

X-C=3E-D
X-C-C'=(3E-D)-C!
X=@BE-D)-Cc!

d C-X+D-X=E

(C+D)X=E
(C+D)'-(C+D)-X=(C+
DY!-E
X=(+D)'-E
(e X-C+X-D-X-E=1I
X(C+D-E)=I
X(C+D-E)(C+D-E)!:=
I-(C+D-E)*
X = I-(C+D-E)!
(f) AB=X-C
ABCl=X-c-c!

AB C1=X
X=ABC

Mat C-l=CMal E-Mal D2

[ZETA [ZEM [SE3A I CEl

Ans___ 1 __

-

-4
[Mat JMsL]Det ] Trn]AuS|IE

C3Mat. E-Mat DaxMat C-

[EETA [EEM [SE5A I CEEl [ &

Ans__| g
I 12
2 F -1

-14
Mat JMaL]Det ] Trn AU S S

CMat. C+Mat Do-t<Mat E

[EETA [E [sE5A i EEl [ ©

Ans__| g

e

'142
Mat JMaL]Det ] Trn AU S| e

Identity Z2=CMal. C+Mat
L=Mat. Ea2-l

Ans___1 _ 2

e

1.3

Mat AxMat BxMat C-

Ans___1_ 2

¢Tiene solucidn la siguiente ecuacién matricial B-X = C?. En caso afirmativo, cal-
cula dicha solucién, siendo:

035 1 00 0 1 BH2
B=(2 1 0 C=|1 0
1 0 1 0 1
RESOLUCION:
B-X=C Mat B-l=Mal C Ans__1 2
1 i 1
B'-B-X=B!-C 2 ] -a]
-1 E| o 1]
X=B"-C
5]
! EEA CEM A i EEl
MATEMATICAS Y TIC @
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Dadas las siguientes matrices:
1 0 1 1 0 -1
036 Az|1 1 0 B=|1 1 1 BH
B - i~/
&l 0 0 2 0 0 1
(a) Calcula una matriz X que verifique X - B2 = A-B
RESOLUCION:
tMat. A+Mal BirxMat B Arns__| 2 E|
X - B = AB ||:‘ o -E]
2 T 2 I
X -B?+B%= A-B+B? 3 0 0 3
X = A-B + B? o
[Mat [MaL | Det ] Ten [Au3
Dadas las matrices:
3 1
AT LR R RN C R
@ -1 2
(a) Resuelve la ecuacion matricial A-B + C-X =D
RESOLUCION:
AB+CX=D
CX=D-AB
ctex=c(D-AB)
X=C%D- AB)
A-B D-AB c! c(D- AB)
Ams__1L_ __E Ans__1_ 2 Ans__1_ __ & Ans__1_ &
L%l = o L
- - - -z
EI!EIIT? E]!EIITE z Hat I ML | Det ] TrnlAuS] e
PROBLEMAS PROPUESTOS
Dadas las siguientes matrices:
1 1 2 -1 1 2 1 0 2
038 A=|3 4 6 B=|-3 6 0 c=[(3 00 g
2 5 7 -2 0 0 5 7
Resuelve XA =B +C
Dadas las siguientes matrices:
1 4 0 2 1 3 2 3 5
A=| B=|-2 5| C= D= B BH2
039 [2 -1 3] " [—1 2] (—6 —2] )
Resuelve AB+CX =D
Dadas las siguientes matrices:
a-(3 2) g3 5
040 T -1 2 " -6 -2 e
Resuelve (a) AX=B (b)XA=B
¢Por qué sale distinto?
3 2 -3 5 1 3
Resuelve: X X-2-3 = s
Sat esuelve [—1 2] * [—6 —2] [0 J )

n _én las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrice_
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1 1 2 1 1 2
Dadas las siguientes matrices: A={3 0 6 B=|-3 10 Bin
Re 2 50 -2 0 4 .3
Resuelve X -B?= A-B
o . 3 2 -3 5
Dadas las siguientes matrices: A = B=
-1 2 -6 -2
043 Resuelve (a)3-X-2-A=5B (b)X-A+B -I=A P
(c) Resuelve la siguiente expresion:
|A®+3 A"+T-3B]|
Demuestra que si A es una matriz, entonces M = 4- 4" es una matriz simétrica. BH2
044 . ) il
Pista: Calcula la matriz transpuesta de M .
045 Demuestra que si A es una matriz cuadrada, entonces A+ A4’ es una matriz| s
simétricay A—A' es una matriz antisimétrica =
Demuestra que toda matriz cuadrada A puede descomponerse en la suma de
una matriz simétrica mds otra antisimétrica puesto que:
046 1 lp 9 o
A=—\4+4" |+ =\4-4
Yo aheLlas)
047 Demuestra que si A-B=A-C y A es una matriz regular, entonces B=C.| g
Pista: multiplica ambos miembros de la igualdad primera por A" y simplifica =
048 Demuestra que si A° = A y A# 1, entonces no existe A~ . Pista: multiplica| s
ambos miembros de la igualdad primera por 4”' y simplifica.
049 Demuestra que si 4> = O, entonces no existe 47" . 5

Aplicacion de las operaciones con matrices como instrumento para el tratamiento de si-

tuaciones que manejen datos estructurados en forma de tablas

En estos momentos, en los que el alumnado ya ha alcanzado los conocimientos suficientes y nece-
sarios para desenvolverse en los contenidos de las de matrices, podremos afrontar la parte de la
unidad diddctica que satisface la mayoria de los objetivos propuestos al comienzo del tema.

E~. Representar e interpretar tablas de nimeros mediante una matriz, identificando los
elementos concretos de la misma.

E~. Saber las principales aplicaciones de las matrices y utilizarlas para representar e inter-
pretar ecuaciones.

@~ Interpretar y manejar las matrices, con sus propiedades, en problemas extraidos de
contextos reales.

E~. Utilizar el lenguaje matricial y aplicar las operaciones con matrices como instrumento
para el tratamiento de situaciones que manejen datos estructurados en forma de tablas, resol-
viendo situaciones diversas de las Ciencias Sociales.

La novedad estriba en la METODOLOGIA utilizada para la resolucién de estos problemas, utili-
zando como herramienta habitual la CALCULADORA CIENTIFICA O GRAFICA, intentando concien-
ciar al profesorado sobre las posibilidades que ofrecen y que, como ya he mencionado anteriormente,
permitirdn ayudarnos a comprender su significado, examinar las operaciones necesarias en cada
caso, interpretando y analizando criticamente las soluciones obtenidas, obviando el farragoso

MATEMATICAS Y TIC @
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trabajo de realizar cdlculos repetitivos; en definitiva, dando prioridad al razonamiento, objetivo
fundamental de este Bachillerato, sobre el cdlculo.

Se trata de potenciar el pensamiento critico, la creatividad, la toma
de decisiones..., fomentando el "ensefiar para comprender®.

A continuacion presentamos una bateria de actividades, de forma
graduada y sopesada, introduciendo paulatinamente conceptos nuevos,
que van consolidando los anteriores, cada vez mds dificiles y complicados,
tocando diversos aspectos y creando la necesidad de utilizar las matri-
ces, sus aplicaciones, el significado real de las operaciones matriciales,
intentando conseguir que el alumnado vaya interiorizando su uso que es,
como ya hemos dicho, el OBJETIVO FUNDAMENTAL DEL
BACHILLERATO DE CIENCIAS SOCIALES.

SUMA Y RESTA DE MATRICES.

Una fdbrica de automéviles dispone en el mes de junio de tres modelos: econd-
mico, de lujo y deportivo. En determinada ciudad la firma posee tres concesiona-
rios, A, B, y C. En cierto momento, el concesionario A posee en stock 3 econdmi-
cos, 2 de lujo y 1 deportivo; el concesionario B, respectivamente, 6, 1y 1; por dl-
timo, el concesionario C tiene, también respectivamente, 2, 3y 3 vehiculos.

(a) A partir de estos datos, formar la matriz M correspondiente y sefiala sus
dimensiones.

En el mes de julio llega otro envio. Para el concesionario A el envio estd com-
puesto por 5 econdmicos, 12 de lujo y 5 deportivos; para el concesionario B, res-
pectivamente, 3, 4 y 1; por dltimo, para el concesionario C, también respectiva-
mente, 4, 3 y 6 vehiculos.

050

BH2

(b) Dispén en forma de matriz N el envio del mes de julio y sefiala sus dimensio-
nes.

(c) ¢De cudntos coches de cada modelo dispone cada concesionario a lo largo de
los meses de junio y julio?. Exprésalo en forma de matriz.

(d) Sefiala el elemento c3, de la matriz del apartado anterior y coméntalo.
.. RESOLUCION apartados a v b:

Como se puede ver, los ejercicios suelen tener enunciados largos, con mucha informacion, tanta
que la mayoria de los alumnos se pierden antes de llegar al final, sobre todo pensando en la gran can-
tidad de cdlculos aritméticos que les esperan. Pero estos son nuestros objetivos: "saber extraer y
resumir organizadamente el problema, traducirlo, representarlo de la forma mds sencilla y entendi-
ble y realizar las operaciones encaminadas a resolverlo”.

(a) Junio: (b) Julio:
Concesionarios Concesionarios
A B C A B C
Economico (3 6 2 Economico (5 3 4
M = Lujo 21 3 N= Lujo 12 4 3
Deportivos {1 1 3 Deportivos \5 1 6
Dimension: 3 x 3 Dimension: 3 x 3
n RESOLUCION apartados a v b:
M I g 3 H I 2 3
| B d | 5 E| y
2 2 | El 2 12 y 3
E| | | E| E| 5 | B
3 a
F-OPAROLICOL F-OPJROLLICOL

|=.. RESOLUCION apartado c:

m -carén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices. _
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Ahora llega lo verdaderamente dificil para el alumnado:

— Tomar la decisién de qué operacién u operaciones hay que rea-
lizar para obtener la solucién a lo que se pregunta.

— Cémo colocar las matrices para que se puedan operar.

En esta ACTIVIDAD esto es muy sencillo ya que se trata de una
simple suma de matrices, pero en otros sucesivos resulta muchas
veces inalcanzable para la generalidad; realmente esto es lo que se
pretende en un Bachillerato de Ciencias Sociales, y no tanto que
sepan manejan el algoritmo, tan largo, monétono y pesado en la ma-
yoria de los casos, que cualquier confusidn en una simple suma, producto etc. te produce tal desen-
canto que muchas veces hace desistir al llegar a la mitad del ejercicio, sin tan siquiera llegar a co-
mentar y investigar los resultados finales, otro de los grandes objetivos del tema, muchas veces
“trucados” para que salgan conclusiones “interesantes” de analizar, pero que al tener alguna equivo-
cacién de cdlculo, no se llegan a producir.

3 6 2 5 3 4 8
M+N=[2 1 3[+|12 4 3|=|14 5
1 1 3 5 16 6
RESOLUCION apartado c:
Mat. M+Mat H Anz__l_ 28 _ 3 Concesionarios
| g g B
2 I 5 5] A Bw
3 B g 3 Econémico (8 9 6
o Lujo 14 5 6
Mat ML IDet ] TrrlAu3 e A PN A B EEl [ © Deportivos | 6 2 9
"N, RESOLUCION apartado d:
Ans 1 2 El
. L I 8 g B
El elemento c3, de la matriz del apartado anterior indica que el a[ 4 5 5]
concesionario B tiene 2 coches deportivos a lo largo de los meses 3 5 I 3
de junio y julio. o
Mat JMaL|Det ] Trh[AuSIEE

PRODUCTO DE UN NUMERO POR UNA MATRIZ

Una fdbrica de electrodomésticos produce televisores, radios, lavavajillas y aspirado-
ras. Con objeto de atender de forma mds rdpida los pedidos de los establecimientos co-
merciales del ramo, dispone de tres almacenes en la ciudad. En el mes de enero se guardan
en el almacén A, 12 televisores, 18 radios, 10 lavavajillas y 24 aspiradoras. En el almacén B,
hay respectivamente, 8, 15, 12 y 30. Por dltimo, en el C estdn almacenados, también res-
pectivamente, 16, 12, 10 y 22.

(a) Dispén los anteriores datos organizadamente en forma de matriz, lldmala P y sefiala
sus dimensiones.

(b) Si en febrero dispone del triple de cada uno de los articulos, expresa en forma de
matriz las existencias durante ese mes.

(c) Si en marzo tiene tanto como en enero, expresa en forma de matriz las existencias
acumuladas en los tres meses.

BH2

051

.. RESOLUCION apartado a:

Enero:
4 B C F | 2 E|
| = | 1B
Televisores (12 8 16 ] T] 15 | E]
: El 1] 12 1]
_ Radios 18 15 12 q ay an aa
Lavavajillas |10 12 10
Aspiradoras |24 30 22 R-0PJROLL 1z

MATEMATICAS Y TIC
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Dimension: 4 x 3
B ~. rEsoLucion apartado b:

Febrero:

4 B C Ans__L_ __2___3

I : 2u ug

Televisores (36 24 48 2 54 us 3B

Radios 54 45 36 3 a0 36 a0

3.P= - u 12 E1 BE

Lavavajillas |30 36 30

Aspiradoras |72 90 66 a6
P Mat [M3L [Det | Trn]Au=]pe

H .. RESOLUCION apartado c:
Enero + Febrero + Marzo=P + 3P + P =5P

A B C Ans__1 C E|
. | i um B0
Televisores 60 40 80 a LT 5 EI]]
S5P= i E| 50 B0 50
Radios 90 75 60 4 |30 |50 1o

Lavavajillas | 50 60 50

. (=15
Aspiradoras (120 150 110 LTTIMATICP L JCALE S5 TRT S

Una compaiiia de muebles fabrica butacas y mecedoras de tres modelos: E, modelo eco-
némico; M, modelo medio y L, de lujo. Cada mes la compafiia produce 20 modelos E, 15 M y
10 L de butacas, y 12 modelos E, 8 My 5 L de mecedoras.
052 (a) Representa en una matriz 3 x 2 dicha informacién. e
(b) A partir de la matriz del apartado anterior, obtén la matriz de produccién en un tri-
mestre.
| RESOLUCION apartado a: "[..RESOLUCION apartado b:
Butac Meced. But Mec fns | 2
20 12 I ST
E (20 12 E (60 36 E[ us E“]
3. 15 8 = El EL] 15
M|15 8 10 5 M|45 24
Ll10 s L (30 15 5

INCREMENTOS COMPUESTOS

Bajo este epigrafe hemos colocado este tipo de ejercicios en los que las cantidades a calcular se van acumu-
lando a las obtenidas inmediatamente anteriores.

El precio de una vivienda, en funcién de la zona de la ciu- ! 2
dad y del nimero de habitaciones, viene dado por la si- 4 (62 9 4l
guiente matriz Q: B 85 135 6.2
Donde las cantidades se expresan en millones de pesetas. C |125 194 9.1
053 | Cada afio se incrementa el precio en un 10%. D 172 252 12 BH2

(a) Seiala el significado del elemento a3 de la matriz.

(b) ¢Cudl serd la matriz correspondiente después de tres afios?. Sefiala sus dimensiones.
(c) Comenta brevemente los datos del enunciado.

B “S. RESOLUCION apartado a:

Quiere decir que en la zona A, el precio de una casa de 3 habitaciones costard 4.1 millones de pe-
setas.

n .. RESOLUCION apartado b:

e 110 p -
1 ano%mP-l.lP

2°afio > 1.1-11P =1.21P
3%afio > 1.1-1.21P = 1.331P

n -én las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices_
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1.331Mat. @ Ams__1_ 28 _ 13
| = 11,979 5.U57]
2[11.313 11.968 B.2522
3| 16.631 26821 12112
ul2a.g93 33.5u1 15,912
2. 2527
MatJMsL]Det] TrhlAUS| S [ZFTA [LEM [SE5A i CEl [ T

NOTA: En este ejercicio se puede ya observar lo farragoso de los cdlculos aritméticos que no
mejoran ninguna destreza matemdtica y que restan tiempo para analizar resultados o bien para po-
der hacer mds problemas.

n ®S.. RESOLUCION apartado c:

Existe cierta incoherencia en el hecho de que en una misma zona los pisos de 3 habitaciones son
los mds baratos, es decir, cuestan menos que de 1 6 2 habitaciones.

Dos concesionarios, A y B, de una marca de automéviles, venden los modelos X, Y , Z. El
volumen de ventas de cada modelo, en el mes de Enero, viene dado por la matriz:

X Y Z
A(42 30 12
B (30 10 24}
054 donde las cifras expresan millones de pesetas. Si en febrero se experimenta un 12% de| B2
aumento en las ventas, en marzo un 10% respecto del mes anterior, en abril un descenso

del 8%, igualmente respecto del mes anterior, en mayo de nuevo un 8% de descenso y en
junio un 18% de aumento.

(a) Seiiala el significado del elemento a;, de la matriz.

(b) Determina mediante matrices el volumen fotal de ventas del semestre por modelo y
concesionario. Analiza y comenta los resultados.

H ®S.. RESOLUCION apartado a:
El concesionario A vende 30 millones de PTAS del modelo V.

B . RESOLUCION apartado b:

Enero > 1-P

Febrero > %P =112P

Marzo > %%P =1232P

Abril > 22-1232P = 1.13344P

100

Mayo > 22--113344P = 1.0427648P

100

Junio > 118.1.0427648P = 1.2304625P

100
Volumen total ventas por semestre, modelo y concesionario:
Enero + Febrero + Marzo + Abril + Mayo + Junio = 6.7586673 P

1+1.12+1.232+1. 133544+ Ans__! a E|
1.68427ed2+1 . 2304625 | 202.76 Bl. |uu]

G. TOBGETS 2L202.16 EM.506 1622
An==Mat. R

2B3. 854 AZEE
(Mat J ML IDet | Tro AU e (Mat ML IDet I TrnjAu 3 e
COMENTARIO Y ANALISIS
= - Durante el semestre, en el concesionario A se han vendido 283 864 025 PTAS del

B0 modelo X, 202 760 017 PTAS del modelo Y y 81 104 007 PTAS del modelo Z.

Durante el semestre, en el concesionario B se han vendido 202 760 017 PTAS del
modelo X, 67 586 672 PTAS del modelo Y y 162 208 014 PTAS del modelo Z.

MATEMATICAS Y TIC
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PRODUCTO DE MATRICES

Un proveedor A de aparatos de televisién en color tiene 7 aparatos de 14 pulga-
das, 18 de 21, 6 de 24 y 10 de 26 y un proveedor B tiene 5 de 14 pulgadas, 12 de
055 |21,7 de 24 y 4 de 26. Los precios de cada uno de ellos son: 29 950, 55 000, | sBr2
65 000 y 110 000 PTAS, respectivamente. Expresa, por medio de matrices, el
precio total de venta de cada proveedor.

Las dificultades reales en estos problemas siguen siendo la trascripcién del enunciado en matri-
ces y, sobre todo, colocar las matrices en la forma correcta para efectuar la operacién que se consi-
dere oportuna; lo demds es paciencia para realizar arduas y numerosas sumas y multiplicaciones que
nos lleven al resultado.

.. RESOLUCION:
Pulgadas PTAS
14 21 24 26 14129950
Z= 21" 55000
y _ Proveedor A (7 18 6 10} B N
Proveeror B\5 12 7 4 26" 110 000
El precio total de ventas serd:
Y-Z-=
PTAS
Pulgadas 14"( 29 950
14 21 24 26 - 21" 55000 | =
ProveedorA (7 18 6 10 24" 65 000
Proveeror B (5 12 7 4} 26"\ 110 000
2x4 4x1
PTAS
Proveedor A {2 689 650
Proveedor B (1 704 750J
2x1
B resoLuciOn:
Mat. YMat 2 Ans___|
é |.1E§]
283550
e GFEIl &
COMENTARIO Y ANALISIS
Las ventas totales del proveedor A ascienden a 2 689 650 PTAS y las del proveedor B ascienden
a1704 750 PTAS.

Una cadena de grandes almacenes tiene 4 tiendas, A, B, Cy D. Vende tres tipos de per-
fumes, 1, 2 y 3, a 1200, 2500 y 1800 PTAS, respectivamente. En un momento determinado,
la tienda A tiene 24 frascos del tipo 1, 12 del tipo 2 y 14 del 3, La tienda B, 16, 12 y 32,
respectivamente. También respectivamente, la tienda C, 40, 10 y 30. Por dltimo, las cifras
correspondientes a D son 28, 18 y 26.

(a) Dispén estos datos en forma de matrices y sefiala sus dimensiones.

(b) Sefiala y di el significado del elemento Wi,

(c) Averigua, con ayuda de las matrices, cudles serdn los ingresos totales obtenidos por
la venta de perfumes en cada tienda.

(d) Comentario y andlisis

H .. RESOLUCION apartado a:

n -rén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices._

BH2
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perfumes
1 2 3
A(24 12 14
B|l6 12 32
W = Tiendas
C|40 10 30
D28 18 26

Dimension: 4 x 3

perfumes
1 2 3
X = Pras (1.200 2.500 1.800)

Dimension: 1 x 3

& resoLuCION:

W12 3
I E |u]
2 IE R
a  un I an
ul s I8 26
24
F-CEJROLJCOL ]

" —& __13

2500 18001

1266
F-OFJROLLICOL

H .. RESOLUCION apartado b:

Significa que en la tienda A disponen de 12 frascos de perfume del tipo 2.

n S\ RESOLUCION apartado c:

El alumno suele tomar la decision de efectuar el producto, pero acostumbra a coger la opcion
equivocada y efecttiia W - X, tal y como estdn, por lo que la calculadora le da error, puesto que debi-
do a las dimensiones de las dos matrices, éstas no se pueden multiplicar en este sentido. Es en este
momento cuando se puede hacer hincapié sobre la importancia de la matriz traspuesta ya que, para
que verdaderamente se puedan multiplicar, se ha de hacer W por la traspuesta de X:

.. RESOLUCION:
perfumes
1 2 3 PTAS PTAS
A(24 12 14 A 84 000
1(1200
) B|16 12 32 B | 106800
Tiendas 212500 | =
40 10 30 C (127000
311800
D\28 18 26 D (125400
H RESOLUCION:
Mat. WsTrn Mat A Ans__|
Iy BuOO0
2| 106800
3| 121000
ul12suon
S4EE8
CEA CEM A B EEl [ T EERA [EETN A R EEl [

H ®S.. RESOLUCION apartado d:

La tienda A ingresa 84 000 PTAS en concepto de perfumes, la tienda B ingresa 106 800 PTAS, la tienda C
ingresa 127 000 PTAS y la tienda D ingresa 125 400 PTAS, asimismo, en concepto de perfumes.

bancarios: Argentaria, BBV y Santander.

nes, respectivamente.
057 v

@

Tres agentes de bolsa, Pedro, Jorge y Maria, tienen acciones de tres importantes grupos
Pedro tiene 18, 20 y 50 acciones, Jorge, 25, 32 y 28 acciones, y Maria, 10, 51 y 42 accio-

(a) Dispdn organizadamente estos datos mediante una matriz.
(b) Sefiala el elemento a,_ del apartado anterior e interprétalo.

(c) Si en el momento de venderlas, éstas se encuentran a 5.900 PTAS, 3.075 PTAS y
6.650 PTAS cada una, respectivamente, calcula matricialmente cudl serd el importe total
en PTAS que recibirdn los 3 agentes de bolsa. Analiza y comenta el resultado final.

BH2

B 5. RESOLUCION apartado a:

MATEMATICAS Y TIC

W




- gﬁm‘\- www.aulamatematica.com

Acciones
Arg BBV  Santander

Pedro (18 20 50

Jorge | 25 32 28

Maria \ 10 51 42
B . RESOLUCION apartado b:
El elemento az3 hos indica que el agente de bolsa Jorge tiene 28 acciones del Banco de Santander.
H |\, RESOLUCION apartado c:

Arg BBV Santa. PTAS / accion
Pedro (18 20 50 Arg. (5900}
Jorge|25 32 28| BBV |3075|
Maria\ 10 51 42 Sant | 6650

TOTAL PTAS PTAS

Pedro (18-5900+20-3075+50-6650 |  Pedro ( 500200

Jorge | 25-5900+32-3075+ 28 - 6650 Jorge | 432100
Maria | 10-5900+51-3075+42-6650 Maria \ 495125

El agente de bolsa Pedro tendrda 500 200 PTAS en acciones, Jorge tendrd 432 100 PTAS y Maria
tendrd 495 125 PTAS en acciones.

Tres personas, A, By C, que salen de compras, entran en una tienda a comprar fruta. A
compra 12 naranjas, 5 melocotones, 20 manzanas, 6 pldtanos y tres limones, B compra 20
naranjas, 3 melocotones, 10 manzanas y 4 platanos, € compra 10 naranjas, 10 melocotones
y 12 pldatanos.

Supongamos que las naranjas cuestan 10 PTAS cada una, los melocotones 20 PTAS cada
uno, las manzanas 8 PTAS la pieza, los pldtanos 6 PTAS la unidad y los limones 5 PTAS.

(a) Propdn una matriz P que resuma los productos que compra cada persona y sefiala sus
058 | dimensiones. BH2

(b) Propén una matriz M que indique los precios por unidad de cada producto.

(c) Calcula, mediante matrices, la cantidad total de dihero gastada por cada persona.
Analiza y comenta los resultados.

(d) Sabiendo que la cotizacion del EURO estd en 1 EURO = 166.386 PTAS, ¢Cudntos
EUROS se gasté en total cada persona?. Resuélvelo mediante matrices.

(e) Si hiciesen esta misma compra durante 7 dias. Calcula, mediante matrices, la cantidad
de cada pieza comprada a lo largo de este periodo de tiempo.

RESOLUCION apartado a:

& RESOLUCION: B reEsoLuCION:
F £ & 3 u 5
Nar Mel Man Pla Li I[ 5 a0 B a]
g E| 10 y I
A4 (12 5 20 6 3 3 ] 0 12 I
P=B |20 3 10 4 O
c \10 10 0 12 0 R-opJronJeol ) a
Dimension: 3 x 5 La flecha que hay al lado del nombre de la matriz indica que hay
mas columnas

RESOLUCION apartado b:

PTAS / Unidad M |
Naranjas (10 | 10
P 2 2l
Melocotén | 20 3 B
M = Manzanas | 8 u B
Platanos | 6 5 5
Limones | 5 R-OP RO

% RESOLUCION apartado c:

n -én las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices_
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PTAS /Unidad
Nar Mel Man Pla Li  Naranjas (10 PTAS
A (12 5 20 6 3 Melocoton| 20 B A(431
B |20 3 10 4 0| Manzanas| 8 T B|3c4
c (10 10 0 12 O Platanos | 6 C\372
Limones \ 5

COMENTARIO Y ANALISIS: La persona A gasta en fruta un total de 431 PTAS, la B, 364 PTAS
yla C, 372 PTAS.

RESOLUCION:
Matl F=Mal M Ans__!
I
g EIEI-I]
E| ENE
431
Mat]MsL]0et ] Trn AU S IS [CETA CEM [EA b EFE &

™. RESOLUCION apartado d:

PTAS  EUROS
1 A(431)  A4(2.59
166386 B|364| B|2.19
cl32) cl224

=] RESOLUCION:

1-166.386xMat. Ans Ans___!
I
2| 2. 1B1E
a3l 2. 2351
2. 09836217
[Mat [ F:LIDet [T s AU e (Mat ML Det ] Tro AU e
| RESOLUCION apartado e:
Nar Mel Man Pla Li Nar Mel Man Pla Lim
p_7 A (12 5 20 6 3 B A( 8 35 140 42 21
" B |20 3 10 4 0| B|140 21 70 28 O
c \10 10 0 12 O c{70 70 0 84 O
H RESOLUCION:
Ars_ | 2 3 ' Ans: & 3 u 5
|[-I a5 4o uz 3 I a5 4o uz T
-] (1] gl 10 ol [E] E[ 2l 10 ] ﬂ]
E| 1] 1] 1] au 3 10 1] :[1] 1]
0]
fich ) 21
Fat ML | Det [ Tren AU G E e A e EEl [

Una fdbrica de coches produce utilitarios, descapotables, deportivos y furgonetas. En
estos momentos en la regién hay 3 concesionarios: Oviedo, Gijén y Avilés. En un determi-
nado momento en Oviedo hay 10 utilitarios, 2 descapotables, 3 deportivos y 5 furgonetas.
En Gijén, respectivamente, 2, 4, 5y 16; y en Avilés, también respectivamente, 23, 2, 6 y
13.

059 Los descapotables tienen un precio de 3 millones, los deportivos de 4 millones, las fur-|  BH2
gonetas de 2 millones y los utilitarios de 1 millén.

(a) Dispén estos datos organizadamente en forma de matriz.

(b) Sefiala el significado del elemento a3 en ambas matrices.

(c) ¢Cudles serdn los ingresos totales obtenidos por la venta de los coches en cada con-
cesionario?. Analiza y comenta los resultados.
|2, RESOLUCION apartado a:

MATEMATICAS Y TIC
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Concesionarios

Ov Gi Av

Utilitarios (10 2 23
Descapotables| 2 4 2

millones PTAS
Utilitarios 1
Descapotables
B=

D ti
Deportivos |3 5 6 eportivos

Furgonetas (5 16 13

N AW

Furgonetas

. ‘s Dimension: 4 x 1
Dimension: 4 x 3

H RESOLUCION:
A I 2 3 E I

13 2
FLOPJROuLICOL F-OPJROLLJCOL

™. RESOLUCION apartado b:

Significa que en el concesionario de Avilés hay 2 coches descapotables. En la matriz B no existe
el elemento azs.

~. = RESOLUCION apartado c:

Para averiguarlo habria que efectuar el producto, por lo que hay que modificar las dimensiones y
colocarlas como sigue:

Ut Des Dep Fur millones PTAS
Oviedo(10 2 3 5 Utilitarios 1
Giion |2 4 5 16 * Descapotables |3 =
Avilés (23 2 6 13 Deportivos | 4
Furgonetas 2
millones PTAS Trn Mat A=Mat E Anz__1
| :
; 2 BB
Oviedo (38 2 “]
Gijon 66
Avilés 79 - i - s i . _ - I
(MatMxL]Det ] Trn A3 e CE GEN R A EEI [ &

COMENTARIO Y ANALISIS:

Suponiendo que se venden todos los vehiculos, en el concesionario de Oviedo se vendieron 38 millones de
pesetas, en el de Gijon, 66 millones de pesetas y en el de Avilés, 79 millones de pesetas.

Un IES tiene que hacer un pedido de boligrafos, libros, hojas para fotocopiadora y
transparencias. Para ello tiene tres proveedores: Almacenes Pérez, Grdficas Z y El Avilesi-
no. Les pide precios por unidad de lo que necesitan y les dan los siguientes:

Almacenes Pérez les cobra 2.35 € por cada boligrafo, 5.56 € por libro, 4.69 € por el pa-
quete de hojas y 15.75 € por las cajas de transparencias. Grdficas Z, 2.95, 450, 5y 18 €,
mientras que El avilesino, 3.25, 4.70, 4 y 13 €, respectivamente.

Si el pedido consta de 120 boligrafos, 100 libros, 250 paquetes de hojas y 25 cajas de
060 transparencias: BH2

(a) Dispén organizadamente estos datos mediante matrices.

(b) Sefiala el elemento a;3 de cada matriz e interprétalo.

(c) Calcula matricialmente cudl serd el presupuesto total que presenta cada almacén al
instituto.

(d) Si tienes que pagar un 6% de IVA. Calcula matricialmente cudl serd el presupuesto
final que ofrece cada proveedor.

(e) Comenta los resultados y sugiere cudl serd el proveedor mds adecuado.

RESOLUCION apartado a:

n -rén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices._
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Bol libr hoj transp. Bol. (120
Almacenes Pérez(2.35 5.56 4.69 15.75 Libros | 100
Graficas Z 295 450 5 18 Hojas | 250

El Avilesino (3.25 470 4 13 Transp. | 25

RESOLUCION apartado b:

En la 1° matriz el elemento a3 significa que Almacenes Pérez vende cada paquete de hojas para
fotocopiadora a 4.69 €.

En la 2% matriz no existe el elemento a3
RESOLUCION apartado c:

Bol libr hoj transp. Bol. (120
) ] 2404.25
Almacenes Pérez(2.35 5.56 4.69 15.75 Libros | 100 2504
Graficas Z |2.95 450 5 18 Hojas | 250 | 5185
El Avilesino |3.25 470 4 13 Transp.| 25
A 1 2 E] u E 1 Mat A=Mal B AnE |
| 235 5. 56 Y.B8 15.15 | 120 {2, 2]
E[ 235 U.5 H IB] E[ II:II:I] E[ EEI:III]
al 3as 4 u IE 3| aso al a18s
y
13 priz) 2484, 25
[T [P (BT [ETIT [R-ORgROLLICOL JST4) LA GEM FEA A RE [ v
RESOLUCION apartado c:
2404.25 2548.51 185+188xMat. Ans nnls - 1
106 E[EEEII.E]
m' 2504 = | 2654.24 A1
2185 2316.10 _ 2548.5685
[MatJMeLIDat] Ten AU S E
RESOLUCION apartado b:

Si realizamos el pedido a Almacenes Pérez tendremos que pagar 2548.51 €, si es a Grdficas
Z ascendera a 2654.24 € y si es al Avilesino serd de 2316.10 €, por lo que el mds adecuado
seria el tercero (El Avilesino) ya que es el que nos sale mdas barato.

Un examen consta de tres pruebas. Cada una de ellas se califica con una puntuacién de
0 a 10. No obstante, debido a su diferente nivel de dificultad, cada prueba tiene una
061 ponderacién distinta a la hora de determinar la calificacién global del examen. Las pon-

deraciones son 0.25 para la prueba 1; 0.35 para la prueba 2 y 0.4 para la prueba 3. La| B2
@ calificacion global se calcula multiplicando la puntuacidn obtenida en cada prueba por la
correspondiente ponderacién y sumando estos resultados. Obtener, utilizando el cdlculo
matricial, la calificacién global de 3 alumnos, si han sacado las puntuaciones siguientes

Alumno/prueba 1 | 2% | 3°

Juan 3 3 8

Maria 6 6 3

Pablo 8 7 9

RESOLUCION:
@M NOTA: Como se puede apreciar ésta es una actividad muy tipica de la vida coti-
! -3’? diana de un estudiante, al que se le aplican diferentes ponderaciones en las notas
/

=z —Wr obtenidas en distintos tipos de pruebas para obtener la calificacién final, donde
(\\\J\\u

\.WQ {  realmente lo que interesa es entender lo que estamos haciendo y cémo lo tenemos
Z/, / que hacer:
1 23 PTOS
Juan (3 3 8 170.25) _
Maria |6 6 3| 2(035|
Pablo \8 7 9 3L 0.4

MATEMATICAS Y TIC
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PTOS
Juan 5
Maria | 4.8
Pablo | 8.05
A 1 2 El A 1 2 3 Mat. AxMat B anE ___|
1 F] 3 B 1 3 F] [] 17
a[ E B a] a[ B E a] a[ u u]
3 B 1 IR 3 g 7 IR al g.os
[H0TP [P [ERTWP [EvTT ? [P [P (B [ETTT ? [Mat JM:L]Det ] TrrlAuSINEE :

COMENTARIO Y ANALISIS:

La nota final de Juan sera de 5 puntos, la de Maria 4.8 puntos y la de Pablo 8.05 puntos.

PROBLEMAS PROPUESTOS

‘ 062 | Tres escritores presentan a un editor, al acabar una enciclopedia, la minuta siguiente:

| BH2 ‘

Horas de trabajo | Conferencias dadas | Viajes realizados
Escritor A 40 10 3
Escritor B 80 15 8
Escritor C 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 45 €, la conferencia a 20 € y el viaje a 30 €. Si sélo piensa pagar, respecti-
vamente, el 30 %, el 20% y el 10% de lo que le corresponderia a cada escritor, ¢qué gasto tendria el editor?

063

Tres supermercados X, Y y Z se disputan los clientes de una ciudad. Inicialmente cada uno
tiene una cuota de mercado igual a la tercera parte de los consumidores. Como consecuen-
cia de una campafia publicitaria, un mes después se constata que:

- X conserva el 80% de sus clientes, gana el 10% de los de Y y el 2% de los de Z.

- Y conserva el 70% de sus clientes, gana el 14% de los de X y el 8% de los de Z.

- Z conserva el 90% de sus clientes, gana el 6% de los de X y el 20% de los de V.

A partir de estos datos:

(a) Escribe matricialmente los cambios producidos en los porcentajes. ¢Qué propiedad
tiene la matriz?

(b) Usa la matriz anterior para calcular la cuota de mercado que tiene cada supermercado
después de la campaiia

BH2

064

Una empresa fabrica tres tipos de articulos: A, By C. Los precios de coste de cada unidad
son 3.6 €, 5.52 € y 8.58 € respectivamente, mientras que los correspondientes precios de
venta son 10.8 €, 16,8 € y 24 €. El nimero de unidades vendidas anualmente es de 2240,
1625 y 842, respectivamente. Sabiendo que las matrices de costes e ingresos, C e I son
diagonales y que la matriz de ventas, V, es una matriz fila:

(a) Determina las matrices C, Iy V

(b) Obtén, a partir de las matrices anteriores, la matriz de ingresos anuales correspon-
dientes a los tres articulos, la matriz de gastos anuales y la matriz de beneficios anuales

BH2

065

Un hipermercado quiere ofertar fres clases de bandejas: A, By C. La bandeja A contie-
ne 40 g de queso Manchego, 160 g de Roquefort y 80 g de Camembert; la bandeja B con-
tiene 120 g de cada uno de los tres tipos de queso anteriores; y la bandeja C, contiene 150
g de queso Manchego, 80 g de Roquefort y 80 g de Camembert.

Si se quiere sacar a la venta 50 bandejas del tipo A, 80 de B y 100 de C, obtén matri-
cialmente la cantidad que necesitardn, en kilogramos, de cada una de las tres clases de
quesos.

BH2

e

\ I
m -icarén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices. _
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Los consumos anuales de agua mineral, pan y leche de tres familias vienen expresados en la

matriz A:
Pan Agua Leche
_ F1(450 800 650
A% Fal500 810 620
F31{200 500 600
La evolucidn de los precios de los afios 1995 a 1998 viene reflejada en la matriz B: BH2

066 1995 1996 1997 1998 o5

B - pan (85 90 90 95
" Agua |28 30 30 35
Leche\70 72 75 80
(a) Halla, si es posible, A-B y B-A e indica qué informacion proporciona el producto matri-
cial.
(b) ¢Qué informacidn nos da el elemento c34 de la matriz producto?

Una fdbrica decide distribuir tres productos alimenticios A, B y C a cuatro paises de
Africa P1, P2, P3 y P4, segln se describe en la matriz M1 (cantidades en toneladas):
A B C
P1 (200 100 120
M1=P2|110 130 200
P3 1220 200 100
P4 {150 150 150

Esta fdbrica ha recibido presupuestos de dos empresas para el transporte de los pro-
067 |ductos alos paises de destino como indica la matriz M2 (en euros por tonelada): BH2
Pl P2 P3 P4

M2 = E1(500 450 375 350
E2(510 400 400 350

Efectia el producto de las matrices y responde a las cuestiones:

(a) ¢Qué representa el elemento all de la matriz producto?

(b) ¢Qué elemento de la matriz producto nos indica lo que cuesta transportar el produc-
to C con la empresa E2?

(c) Indica qué elementos de la matriz producto nos permiten decir cudl es la empresa
que mds barato transporta el producto B a todos los paises

Tres personas, A, B, C, quieren comprar las siguientes cantidades de fruta:

A: 2 kg de peras, 1 kg de manzanas y 6 kg de naranjas.

B: 2 kg de peras, 2 kg de manzanas y 4 kg de naranjas.

C: 1 kg de peras, 2 kg de manzanas y 3 kg de naranjas.
En el pueblo en el que viven hay dos fruterias, F1y F2. En F1 las peras cuestan 1.50 €/kg,
las manzanas 1.00 €/kg y las naranjas 2.00 €/kg. En F2 las peras cuestan 1.80 €/kg, las
068 | manzanas 0.80 €/kg y las naranjas 2.00 €/kg. ;52‘
(a) Expresa matricialmente la cantidad de fruta (peras, manzanas y naranjas) que quiere
comprar cada persona (A, By C).
(b) Escribe una matriz con los precios de cada tipo de fruta en cada una de las dos frute-
rias.
(c) Obtén una matriz, a partir de las dos anteriores, en la que quede reflejado lo que se
gastaria cada persona haciendo su compra en cada una de las dos fruterias.

Un grupo de albafiiles trabajan simultdneamente en la construccién de tres edificios. Para
el primero de ellos necesitan diariamente 1000 kg de cemento, 2350 ladrillos y 440 baldo-
sines; para el segundo necesitan cada dia 800 kg de cemento, 1900 ladrillos y 380 baldosi-

069 nes; para el tercer edificio, las necesidades diarias son 2500 kg de cemento, 3000 ladrillos 352‘
y 620 baldosines. Suponiendo que la duracién de cada obra se espera que sea de 80, 60 y
120 dias, respectivamente, se pide expresar matricialmente y calcular las cantidades tota-
les de cada uno de los materiales empleados en los edificios.

MATEMATICAS Y TIC
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Tres familias, A, B, y C, van a ir de vacaciones a una ciudad en la que hay tres hoteles,
H1, H2 y H3. La familia A necesita dos habitaciones dobles y una sencilla; la familia B ne-
cesita tres habitaciones dobles y una sencilla; la familia € necesita una habitacién doble y
dos sencillas. En el hotel H1 el precio de la habitacién doble es de 84 €/dia y el de la habi-
tacién sencilla es de 45 €/dia. En el hotel H2 el precio de la habitacién doble es de 86
€/dia y el de la habitacidn sencilla es de 43 €/dia. En el hotel H3 el precio de la habitacién
070 |doble es de 85 €/diay el de la habitacién sencilla es de 44 €/dia. g

(a) Escribe en forma de matriz el ndmero de habitaciones (dobles o sencillas) que nece-
sita cada una de las tres familias.

(b) Expresa matricialmente el precio de cada tipo de habitacién en cada uno de los tres
hoteles.

(c) Obtén, a partir de las dos matrices anteriores, una matriz en la que se refleje el
gasto diario que tendria cada una de las tres familias en cada uno de los tres hoteles.

En una pasteleria elaboran tres tipos de postres: A, B y C, utilizando leche, huevos y
azlcar (entre otros ingredientes) en las cantidades que se indican:
A: 3/4 de litro de leche, 100 g de azdcar y 4 huevos.
B: 3/4 de litro de leche, 112 g de aztcar y 7 huevos.
071 C: 1litro de leche y 200 g de azdcar. g
El precio al que se compran cada uno de los tres ingredientes es de 0.6 euros el litro de
leche, 1 euro el kg de azdcar, y 1.2 euros la docena de huevos.
Obtén matricialmente el gasto que supone cada uno de estos tres postres (teniendo en
cuenta solamente los tres ingredientes indicados).

En una aceria se fabrican tres tipos de productos que llamaremos A, B, y C, que se ob-
tienen a partir de chatarra, carbén mineral y ciertas aleaciones metdlicas, segin la tabla| B2
adjunta, que representa las unidades de cada material necesaria para fabricar una unidad =3
de producto:

072

Producto
Material A |B |C
Chatarra 8 |6 6
Carbén 6 |6 |4
Aleaciones | 2 1 3

Obtén una matriz que indique las cantidades de chatarra, carbén y aleaciones necesarias para la produccidn
de 6 unidades de A, 4 de By 3 de C.

En una papeleria van a vender carpetas, cuadernos y boligrafos, agrupdndolos en tres tipos
de lotes:

Lote A: 1 carpeta, 1 cuaderno y 1 boligrafo.

Lote B: 1 carpeta, 3 cuadernos y 3 boligrafos.
073 Lote C: 2 carpetas, 3 cuadernos y 4 boligrafos. g
Cada carpeta cuesta 6 euros, cada cuaderno 1.5 euros y cada boligrafo 0.24 €.
(a) Escribe una matriz que describa el contenido (ndmero de carpetas, cuadernos y boligra-
fos) de cada lote.
(b) Obtén matricialmente el precio total de cada uno de los lotes A, By C.

Una empresa produce tres bienes A, B, y C. Tiene tres factorias y, cada una de ellas, pro- | B2
074 : : o _ il
duce los tres bienes en las cantidades por hora siguientes:
Factoria 1 Factoria 2 Factoria 3
A 10 unidades/hora 20 unidades/hora 15 unidades/hora
B 25 unidades/hora 25 unidades/hora 20 unidades/hora
C 30 unidades/hora 25 unidades/hora 25 unidades/hora

En la Factoria 1 se trabajan 8 horas diarias, la Factoria 2 funciona las 24 horas del dia y en la Factoria 3 se
trabajan 10 horas diarias.

(a) Calcula matricialmente el ndmero de unidades diarias de los bienes A, By C que fabrica la empresa.

(b) Si se trabaja durante 22 dias cada mes, obtén matricialmente la proporcién mensual de la empresa en
cada uno de los bienes A, By C.

m -ificarén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices.
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OTRAS APLICACIONES: GRAFOS EN FORMA DE MATRIZ

ETEMPLO 1

En el siguiente plano aparecen las direcciones de trdfico que une 6 plazas tipicas de la ciudad de
Matemdticas.

VERTICES
1.- Plaza de la Geometria.
2.- Plaza de los Nimeros.
3.- Plaza de los Algoritmos.
4 .- Plaza del Algebra,
5.- Plaza de la Aritmética.
6.- Plaza de la Operacién
LADOS:
1-2 :Rondal ;2-3:Calle2 ;3-4:Calle3; 3-6:Ronda4
4-5:Calle5 ;1-6.-Ronda 6 ;5-6:Calle7
Coloca este grafo en forma de matriz informativa.

RESOLUCION:
Es posible pasar del grafo a la matriz de la forma siguiente:

La matriz tiene tantas filas como columnas, coincidiendo su ndmero con el de vértices. Cuando dos
vértices estdn conectados en un sentido, en la interseccién de la fila cuyo nidmero coincide con el
vértice de partida, y la columna cuyo nimero coincide con el vértice de llegada figurard un 1; si no
existe tal conexion, figurard un O. Asi, en nuestro caso, la matriz asociada serd:

{01 0 0 0 1
2l 01 0 0 0
3]0 0 01 0 1
40 0 0 01 0
50 0 0 0 0 1
61 01 0 0 O

NOTA: 5i en todas las filas y las columnas hay un 1 indica que el trdfico es posible en
ese entramado de calles.
ETJTEMPLO 2

Se consideran 4 pueblos A, B, C y D unidos por carreteras segln el grafo anterior:

(a) Se pide construir la matriz T que indique el ndmero de distintas formas de ir directamen-
te de un pueblo a otro.

(b) Analiza el significado de T?

(c) Analiza el significado de T°

(d) Analiza el significado de T+ T?+T3

RESOLUCION apartado A:

A B C D
A0 0 1 O
B0 0 1 1
ci1r 0 0 1
D\0O 1 0 0

MATEMATICAS Y TIC @
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= RESOLUCION apartado b:

001 0y(0010) (1001
001 1[|00 1 1| [1 101
1 oo 1|1 oo 1] o110
o1 00/0100 o011

El elemento 7 es el nimero de caminos de longitud dos (o dicho de otra forma, el niimero de

o

formas de ir del pueblo i al j en dos trayectos)
H RESOLUCION apartado c:

O = =
_— = O
O =

0 1
1 2
1 1

—_— O =
oS = O O
-0 o O
N O O
_— O = =

N = O

00 0 0 0 1

Por ejemplo, el elemento 75 = 2, eso quiere decir que hay dos posibilidades para ir del pueblo B al
C en tres trayectos.

& resoLuciON apartado d:

1 0 01 1 0 01 01 10 1 1 21
1 1 01 " 1 1 01 " 01 21 _ 1 2 3 3
0110 01 10 2 01 2 31 23
00 1 1 0 0 I 1 11 01 1 21 2

Por ejemplo, el elemento M,,= 3, eso quiere decir que hay tres posibilidades para ir del pueblo C
al D en recorridos de uno dos o tres frayectos.
ETEMPLO 3

El problema de los misioneros y los canibales

Tres misioneros y tres canibales estdn en una de las mdrgenes de un rio, junto a una lancha en la
que sdlo caben una o dos personas. Hay que encontrar la manera de pasarlos a todos al otro lado del
rio, pero teniendo cuidado de que en ninglin momento el nimero de misioneros sea menor que el nd-
mero de canibales en cualquiera de las orillas. Vamos a calcular el ndmero minimo de movimientos
requerido para ftransportar las seis personas a la otra orilla; para ello utilizaremos la teoria de ma-
trices y la teoria de grafos.

n@ as el curriculo de las Matematicas?. Las matri
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Podemos fijarnos en las personas que hay en la orilla de
destino y comprobar que existen sélo diez posibles estados.
Por ejemplo, en el estado ® hay dos canibales y ningtn
misionero en la orilla de destino; por supuesto en la orilla de
salida habrd un canibal y tres misioneros. Los estados marca-
dos con el simbolo € dan lugar a la muerte de los misioneros en
una u otra orilla por superioridad del nimero de canibales.

Vamos a conectar estos diferentes estados con los
transvases que la barca permite. Hay cinco posibles movimiento
de personal:

nimero de canibales

- que la barca lleve un canibal hacia la orilla de destino. ) -
nimero de misioneros

- que la barca lleve dos canibales hacia la orilla de destino.

- que la barca lleve un misionero hacia la orilla de destino

- que la barca lleve dos misioneros hacia la orilla de destino.

- que la barca lleve un misionero y un canibal hacia la orilla de destino.

La barca ha de volver hacia la orilla de salida y los movimientos posibles son similares pero hacia
la orilla de salida. Vamos a ver nuestro problema como un grafo de diez vértices (estados) cuyas
aristas son los posibles transvases de personal cuando la barca va y vuelve.

numero de canibales
numero de canibales

numerc de misioneros nimerc de misioneros

Los grafos anteriores quieren decir que si estamos en el estado ©® podemos alcanzar los estados
O y O si la barca estd esta yendo hacia la orilla de destino (movimiento impar) o los estados ® y @
si la barca regresa a la orilla de salida (movimiento par).

Nuestro objetivo es partiendo del estado inicial @ alcanzar el estado final ®, haciendo un minimo
de movimientos alternativamente de una orilla a otra. Para ello vamos a utilizar herramientas de la
teoria de grafos como es la matriz de adyacencia.

La matriz de adyacencia de un grafo es aquella cuyo elemento de la fila i y la columna j es uno si
el vértice i es el extremo inicial de una flecha y el vértice j es el extremo final; el elemento es cero
en caso contrario. La matriz de adyacencia siempre es cuadrada y su orden es el nimero de vértices
del grafo. Por ejemplo:

Q

I
—_ o O O O
S O O O =
S O O O =
S o = O O
S = = O O

La ventaja de una matriz de adyacencia es que sus potencias hos permiten conocer el nimero de
caminos que unen dos vértices después de varios movimientos. Esto es, el elemento de la potencia k-

MATEMATICAS Y TIC @
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) =

1
1
G =|1
0
0

A I

—_— = O O

0

0

S = = O

0

N O O O

2

0
0
0
1

y

Summamun = W —

m

Trn Mat A+Mat B

y

ommJamiun =W —

m _carén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices.

ésima que ocupa la fila i y la columna j indican el nimero de caminos que unen los vértices iy j en k

Por ejemplo en la matriz &°, que el elemento de la primera fila y la quinta columna sea 2, significa
que hay dos caminos que unen el vértice primero y el quinto en tres movimientos

Particularizando para nuestro problema tenemos un grafo con diez vértices, por consiguiente la
matriz de adyacencia es una matriz cuadrada de orden diez. Es aqui cuando es conveniente utilizar el
apoyo de una calculadora grdfica o de un asistente matemdtico porque no es agradable trabajar con
matrices de orden tan grande y mucho menos hacer varias operaciones con ella, con el riesgo que
existe de cometer algin error.

Utilizaremos la calculadora grdfica CASIO fx-98606 SD. Vamos a construir la matriz de adya-
cencia para el grafo de movimientos impares:

La matriz de adyacencia para el grafo de movimientos pares es la matriz transpuesta, que se ob-
tiene sencillamente con:

Nuestro caso es un poco mds complicado porque la matriz de adyacencia alterna con los movimien-
tos. Calcularemos las matrices A, A-B, A-B-A, A-B-A-B, ..., correspondientes a uno, dos, fres, cuatro,...,
movimientos hasta que encontremos un producto en el que el elemento de la fila uno y la columna
diez sea distinto de cero.

Esto ocurre en el producto A-B-A-B-A-B-A-B-A-B-A, dicho elemento vale cuatro; dicho de otro mo-
do, después de once movimientos existen cuatro formas de unir el estado 1y el estado 10:




&
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AK: | 2 3 y 5 ] 1 ] g g

T ] IEI3 3353 2284 3353 B30 ] 16U cl 41
g ] IMT34 362 2556 3628 14 ] 211 Hb cl
E | ] 550 12id gl 12id 574 ] 3e0 211 164
y ] ] ] ] ] ] ] 1] ] ]
5 ] o 351 yud 351 ygd ] CH L g14 B30
b ] g 15 au 15 351 ] Iglg 3e2B 3353
1 ] 2y au 195 au yug ] gl ghtE  228d
| ] g 15 au 15 351 ] Iglg 3e2B 3353
g ] ] g 2y g 1ug ] 550 1134 16119
1oL ] ] ] ] 1] ] ] ] ] 0.

Hemos demostrado que existen cuatro soluciones que mostramos esquemdticamente en el dibujo
siguiente, la obtencién a través de la teoria de grafos seria un poco mds dificil:

misionero misionero * = misionero

* = misionero
canibal o = canibal o=

canibal

.=
o=

canibal

Aunque es posible conseguirlo por el método de pruebay error:

GRAFO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA
DE LOS MISIONEROS Y LOS CANIBALES

o— S
movimientos permitidos
I en jugadas pares
movimientos permitidos l
1— en jugadas impares
% —

‘ nodo permitide ¢ estado inicial

nimero de canibales

0 1 2 3

-‘— nodo prohibido $ estado final
namerc de misioneros

MATEMATICAS Y TIC

O



m -arén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices. _

£ {)

5.

www.aulamatematica.com

R

dora.

1. La matriz traspuesta de la matriz

traspuesta de A (A") es:
QA

QA

Q At

ar

U No existe

La traspuesta de la suma de
matrices (A + B)' es:

QA" +B'

QA -pB

Q (A +B)!

Qatl+p?

Qo

Una matriz es simétrica cuando es
igual a:
U Su matriz inversa
U Su matriz traspuesta
U Su matriz identidad
O Su matriz triangular superior
U Su matriz triangular inferior

Una matriz es antisimétrica cuando
es igual a:
U La matriz traspuesta de la traspuesta
U La opuesta de la matriz identidad
U La opuesta de su traspuesta
U La opuesta de su matriz
U La matriz multiplicada por su traspuesta

El producto de dos matrices no unlas
A y B puede ser nulo:
U SélosiA=00B=0
a si
U Nunca
Q) Sélo si son matrices cuadradas.
U Sélo si son opuestas.

Una matriz idempotente es:
U Una matriz diagonal
U Una matriz identidad
U Agquella matriz que es igual a sus potencias
U Aquella matriz que es igual a su inversa
U Aquella matriz que es igual a su traspuesta

PROPUESTAS DE ACTIVIDADES
INDAGATORIAS TIPO TEST

NOTA: Se puede utilizar como herramienta auxiliar cualquier tipo de calcula-

7. El producto (A-B)' es:

O A"B'
a (B-A)
Q B"A'
aA"B
Q B"A

La inversa de la suma de dos matri-
ces cuadradas es:
Q+B)t=A%B!
Q@+B)!=A%B
QO (A +B)!= A+ B!
Q+B)y!l=1
U No puede saberse

El producto de una matriz por su in-
versa es:
QAAl-T
OAAl-A
O AAl= At
Q AAl=(AA)!
U No puede hacerse, porque no existe la
division de matrices

10. El rango de una matriz es:

U El ndmero de filas distintas

U El ndmero de columnas distintas

U El nimero de lineas linealmente indepen-
dientes

U El nimero de elementos no nulos

U El nimero de elementos diagonales no nu-
los

11. La traspuesta de una matriz simétri-

ca es igual a:

U La matriz original

U La traspuesta de la matriz identidad

U La traspuesta de una matriz escalar

U La inversa de la simétrica de la traspuestc
multiplicada por el escalar n-1

U La traspuesta de una matriz nula

12. Al sumar a una matriz su opuesta:

U Obtenemos la matriz nula

U Obtenemos la matriz identidad

U Obtenemos una matriz simétrica

U Obtenemos una matriz antisimétrica
U Obtenemos una matriz cuadrada




13. La matriz formada por los elementos

14. Al escribir a;; estamos indicando:

15. Al escribir a;i estamos indicando:

16. Una matriz es cuadrada:

17. Dos matrices son iguales cuando:

18. Al multiplicar por la matriz nula:

di; = 1, di;p = 0-5, dz; = 0-5, a»n =1
U Es diagonal

U Es simétrica

U Es antisimétrica

U Es escalar

U Es idempotente

U El elemento que ocupa la fila i y la columna j

U El elemento que ocupa la columna i y la fila |

U El elemento de la matriz i que ocupa la fila
y columna j

U El elemento de la matriz j que ocupa la fila
y columna i

U El elemento de la matriz A que ocupa la
fila iy la columna j

U El elemento que ocupa la fila i y la columna j

U El elemento que ocupa la columna i y la fila |

U El elemento de la matriz i que ocupa la fila
y columna j

U El elemento de la matriz j que ocupa la fila
y columna i

U Nada, porque siempre es aj;

U Si sus elementos son cuadrados perfectos
(1,4,9,.)

U Si tiene el mismo ndmero de elementos
diagonales que no diagonales

U Si tiene el mismo nimero de filas que de
columnas

Q Si tiene matriz inversa

U Si puede multiplicarse por la matriz iden-
tidad

U Tienen la misma dimensién y los elementos
diagonales son iguales

U Tienen la misma dimensién y los elementos
no diagonales son iguales

U Tienen la misma dimensién y los elementos
correspondientes son iguales

U Una es la traspuesta de la otra

U Al sumarlas sale la matriz identidad

U La matriz no varia

U Vuelve a aparecer la matriz nula

U Aparece la matriz identidad

U La matriz se vuelve antisimétrica

U La matriz nula no puede multiplicarse

por ninguna matriz

MATEMATICAS Y TIC
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19. Una matriz fila:

U Tiene sus elementos dispuestos vertical-
mente

U Tiene sus elementos dispuestos horizon-
talmente

U Sélo tiene un elemento por fila

U Sélo tiene un elemento diagonal

U Puede multiplicarse por si misma

20. Una matriz columna:

U Tiene sus elementos dispuestos vertical-
mente

U Tiene sus elementos dispuestos horizon-
talmente

U Sélo tiene un elemento por columna

U Sélo tiene un elemento diagonal

U Puede multiplicarse por si misma

21. Una matriz diagonal:
U Sélo tiene elementos diagonales
U Sélo tiene ceros en su diagonal principal
U Tiene nulos todos sus elementos no diago-

nales

U Tiene nulos todos sus elementos diago-
nales

U Tiene iguales todos sus elementos diago-
nales

22. Una matriz escalar:

U Sélo tiene elementos diagonales

U Sélo tiene ceros en su diagonal principal

U Tiene nulos todos sus elementos no diago-
nales

U Tiene nulos todos sus elementos diago-
nales

U Tiene iguales todos sus elementos diago-
nales y nulos los no diagonales

23. Si una matriz tiene tres filas y cuatro
columnas:
U Su dimension es (3 x 4)
U Su dimension es (4 x 3)
U No puede ser que tenga distinto ndimero
de filas que de columnas
U Tiene doce elementos distintos
U Tiene doce elementos iguales

24. Al sumar la matriz nula:
U La matriz no varia
U Vuelve a aparecer la matriz nula
U Aparece la matriz identidad
U La matriz se vuelve simétrica
U La matriz nula no puede sumarse a

ninguna matriz
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25. Al multiplicar por la matriz iden- | 30. Al restar a una matriz su opuesta:

tidad:

U La matriz no varia

U Vuelve a aparecer la matriz identidad
Q Aparece la matriz nula

U La matriz se vuelve rectangular

U La matriz se vuelve cuadrada

26. En una matriz triangular superior:

U Los elementos por encima de la diagonal
principal son ceros

U Los elementos por debajo de la diagonal
principal son ceros

U Los elementos por encima de la diagonal
secundaria son ceros

U Los elementos por debajo de la diagonal
secundaria son ceros

U Los elementos de la diagonal y superiores
son ceros

27. En una matriz triangular inferior:

U Los elementos por encima de la diagonal
principal son ceros

U Los elementos por debajo de la diagonal
principal son ceros

U Los elementos por encima de la diagonal
secundaria son ceros

U Los elementos por debajo de la diagonal
secundaria son ceros

U Los elementos de la diagonal y superiores
son ceros

28. Al sumar a una matriz su traspuesta

U Nunca pueden sumarse una matriz y su
traspuesta

U Cuando se puede efectuar la operacidn,
obtenemos la matriz identidad

U Cuando se puede efectuar la operacidn,
obtenemos una matriz simétrica

U Cuando se puede efectuar la operacidn,
obtenemos una matriz antisimétrica

U Cuando se puede efectuar la operacidn,
obtenemos la matriz nula

29. Si dos matrices pueden multiplicarse

U Es porque son iguales

U Es porque tienen la misma dimensién

U Es porque el nimero de filas de la primera
coincide con el nimero de columnas de la
segunda

U Es porque el nimero de columnas de la
primera coincide con el nimero de filas de
la segunda

Q Es porque son cuadradas

U Obtenemos la matriz nula

(L Obtenemos la matriz identidad

U Obtenemos una matriz simétrica

U Obtenemos una matriz antisimétrica

U Obtenemos la matriz inicial multiplicada
por dos

31. Al restar a una matriz su traspuesta:

U Nunca pueden restarse una matriz y su
traspuesta

U Cuando se puede efectuar la operacidn,
obtenemos la matriz identidad

U Cuando se puede efectuar la operacidn,
obtenemos una matriz simétrica

U Cuando se puede efectuar la operacién,
obtenemos una matriz antisimétrica

U Cuando se puede efectuar la operacidn,
obtenemos la matriz nula

32. Al multiplicar una matriz por su
traspuesta:
U Nunca pueden multiplicarse una matriz y
su traspuesta
U Obtenemos una matriz cuadrada
) Obtenemos la matriz identidad
U Obtenemos una matriz simétrica
U Obtenemos una matriz antisimétrica

33. Si dos matrices pueden sumarse:

U Es porque son iguales

U Es porque tienen la misma dimensién

U Es porque el ndmero de filas de la primera
coincide con el nimero de columnas de la
segunda

U Es porque el nimero de columnas de la
primera coincide con el nimero de filas de
la segunda

U Es porque son cuadradas

34. Para multiplicar una matriz por un

numero real:

U Se multiplica una fila o columna por ese
ndmero real

U Se multiplican todos los elementos por ese
ndmero real

U Se multiplica una fila y una columna por
ese nlmero real

U No puede multiplicarse un real por una
matriz, porque no tiene filas ni columnas

U Debemos ayudarnos de la matriz identidad

m -ificarén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices.




35. La matriz nula:
U Es el elemento neutro de la suma
U Es el elemento neutro del producto
U Es el elemento simétrico de la suma
U Es el elemento simétrico del producto
U No tiene ningdn interés mds alld del de
resolver problemas

36. La matriz identidad:
U Es el elemento neutro de la suma
U Es el elemento neutro del producto
U Es el elemento simétrico de la suma
U Es el elemento simétrico del producto
U No tiene ningdn interés mds alld del de
resolver problemas

37. Una matriz tiene inversa si:

U También tiene traspuesta

U Es cuadrada y su rango coincide con su
dimensién

U Es rectangular y su rango coincide con su
dimensién

U Es rectangular y su rango coincide con el
ndmero de filas

U Es rectangular y su rango coincide con el
ndmero de columnas

38. Se define el rango como:

U El ndmero de filas distintas de cero que
obtenemos al triangular una matriz

U El ndmero de lineas (filas o columnas)
linealmente independientes

U El ndmero de elementos diagonales ho
nulos

U La diferencia entre los el ndmero de
elementos diagonales positivos y negativos

U En matrices cuadradas, es su dimensidn

39. Si al sumar dos matrices me sale la
matriz nula:
U Es que una es la opuesta de la otra
U Es que ambas son la matriz nula
U Es que ambas son matrices diagonales
U Es que ambas son matrices escalares
U Ninguna de las anteriores es cierta

40. Si al multiplicar dos matrices me sale
la matriz identidad:
U Es que una es la inversa de la otra
U Es que ambas son la matriz identidad
U Es que ambas son matrices diagonales
U Es que ambas son matrices escalares
U Ninguna de las anteriores es cierta

MATEMATICAS Y TIC
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41.Si en una matriz una linea es
combinacion lineal de las otras:
U No pasa nada
U Esa matriz no puede sumarse a otras
U Esa matriz no puede multiplicarse con
otras matrices, excepto la identidad
U La matriz no tiene inversa
U Al triangularla obtendré ceros

42. Una matriz rectangular:

U No puede tener matriz inversa

U Si puede tener matriz inversa

U Tiene dos matrices inversas, una para
multiplicar por la derecha y otra por la
izquierda

U Sélo puede hallarse la matriz inversa
mediante un sistema de ecuaciones

U Sélo tiene inversa si es triangular

43. Al descomponer una matriz M en
suma de una matriz simétrica (S) y
otra antisimétrica (A) obtenemos:
Os=M+M)/2yA=(M-M)/2
Os=M-MY2yA=(M+M)/2
Os=M-M)/2yA=(M"-M)/2
Us=(M"-M)/2yA=(M-M"/2
U Ninguna de las anteiores

44, La suma de dos matrices simétricas:
U Es otra matriz simétrica
U Es una matriz antisimétrica
U No es una matriz simétrica
U No es una matriz antisimétrica
Q) Es una matriz diagonal

45, Considera la siguiente expresion
matricial: 6-A + 2-I = B, donde B es
una matriz cuadrada deorden 2 eI es
la matriz identidad de orden corres-
pondiente. La dimension de la matriz
A es:

U2x2
U3x3
U3x2
U2x3
U Faltan datos

46.SiA-B = A-C:
U Es porque A es la matriz identidad
U Es porque B=C
U Es porque B es la matriz identidad
U Es porque C es la matriz identidad

U Ninguna de las anteriores
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Para las cuestiones 47 a 75 considerar
que las matrices tienen las dimensiones
adecuadas y son regulares (poseen in-
versa) cuando se necesita. X es la matriz
incognita

47. En la ecuacion matricial X + A = B:
UX=B-A

OX=A-B

UX=B+A

QX=AB

O X=BA

n
@

48. En la ecuacion matricial X - A
OX=B-A
OX=A-B
UX=B+A
OXx=AB
U X=BA

49. Enlaecuacion2-X + A = B:
QX=4(B-A)
U X=%(A-B)
U X=%(A+B)
UX=A+%B
UX=3B-A

50. En la ecuacion 2-X + 2-A = B:
QX:=i(B-2A)
O X=%1(A-B)
OX=%A-%8B
O X=3(3B-A)
UX=%B-2A

1]
®

51. En la ecuacion matricial A- X
O x=BA"
Qx=-AlB
Qx=AtB!
D X = B:A
OX=B-A

1]
®

52. En la ecuacion matricial X- A
QXx=BA"
Qx=-AlB
Qx=A'lB?
a X=B:A
OX=B-A

53. En la ecuacion X-A + C = B:
QXx=(B-C)A"
Qx=A%B-0)
Qx=A%B-0)?
QX=(B-0):A
UX=B-C-A

54. En la ecuacion A-X + C = B:
QX=(B-C)yAt
Qx=A%B-0)
Qx=A%B-0)?!
QX:=(B-C):A
UX=B-C-A

55. En la ecuacion matricial A-X-C = B:
Qx=c!eA’
Qx=aAlBc?
Qx=A'c!B
Q x=BAlc!
UX=B:C):A

56. En la ecuacion matricial A-X-C = B:
Qx=cleA’l
Qx=aAlBc?
Qx=-A'c!B
Q x=BAlc!
OX=(B:A):C

57. En la ecuacion A-X-C + D = B:
Qx=c’B-D)A!
Qx=A%@B-D)c!
QXx=Atc(B-D)
QXx=(B-D)AlC!
UX=[(B-D):C]:A

58. En la ecuacion A-X-C - D = B:
Q X =Cc'(B+D)A"
QX = ALB+D)C!
QXx=A'ch(B+D)
QXx=(B+D)a'c!
U X=[B+D):A]:C

59. En la ecuacion A-X-C + D-E = B:
QXx=c’B-DE)A"
O X=ALB-DE)C!
O Xx=Atc(B-D)E!
Q X=(BE'-D)A'C!
UX=[(B:E-D):C]:A

60. En la ecuacion (A-X-C + D)-E = B:
QXx=c™BE'+D)A"
O X=ALBE!+D)c?
QXx=A'c"(B+D)E!
Q Xx=(B+D)E-ATC!
OX=[B:E+D): A]l: C

61. En la ecuacion (A-X-C - D)-E = B:
QXx=chBE'+D)A"
Qx=A%BE!+D)C!
QXx=A'chB+D)E!

O X =(B+D)E-ATC!
QX=[B:E+D):A]:C

m -arén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices. _




62. En la ecuacion X-A! = B:
U X=-AB
U X=BA
Qx=-A.B
Q Xx=BA"
dX=B: Al

63. En la ecuacion A'!-X-C = B:
Q Xx:=ABC!
Qx=c'BA
Qx=aAlBc?
Qx=cleA’
QXx=B:C): A"

64. En la ecuacion A-X-C! = B:
Qx=A%BC
Q X=cBA?
Q Xx=ABC!
Qx=cleA’
QX=(B:C): A"

65. En la ecuacion A!-X-C! = B:
0 X=ABC
U X=CBA
Qx=alBc!
Qx-=cleAl
QXx=@B:C): A"

66. En la ecuacion A-X'-C = B:
QXx=(atech
Q X=(CBAY
ax-= (AT)—I,BT,(Cf)—l
Qx=-AlB.c!
QX=@B:C:A)

67. En la ecuacion A™- X'-C' = B:
Qx=-AlB.c!
QXx=-ctp-A'l
a X = (AT)—I,BT‘(cf)—l
Qx=-Aatgtc!
QX=@B:C:A)

68. En la ecuacion A'!-X-C!'+ B = E:
Q X=A(E-B)C
UX=C(B-E)A
Qx=A%E+B)C!
OXx=chB+E)Al
QXx=(B:¢): A"

69. En la ecuacion (A-X-C - D)-E = B:
O Xx=c"(BE'+D)A"
Qx=A'@BE!+D)?

O Xx=A'c'(B+D)E!
Q X=(B+D)E-ATC!
QOX=[(B:E+D):A]:C

MATEMATICAS Y TIC

1 AULA MATEMATICA DIGITAL

B ©AMD

70. En la ecuacion (A-X-C - D)-E* = B:
Q X =c!(BE+D)A"
0 Xx=A"(BE+D)C!
QXx=A'C"(B+D)E
O Xx=(B+D)eA'c!
OX=[(B-E+D): A]: C

1]
e

71. En la ecuacion A-X- A
UXx=1I
Q X = A2
QXx=(A')?
Qx=Aa"l
UX=(T:A):A

n
>

72. En la ecuacion A-X-A
Qx-=1
Q X = A?
Qx=(Aa'?
Qx=atl
QX=I:A2

73. Enlaecuacion A''-X-A = I:
UXx=1I
Q X = A?
QXx=(A'?
Qx=Aa"l
QXx=(@:A): A"

74. Enla ecuacion C-(A + X)-B = I:
Qx=c'B'-A
Qx=Blc!-A
QXx=-A-c'B!
Qx=A-Blc!
Qx=ctB!-At

75. En la ecuacion C- (A" + X")-B = I:

O Xx=('BY)-A

O x=@ ) -A

Qx=A-(.BY

Qx=A-@.ch

Q X=(c!B?-A)

76. Una matriz de tres filas y tres
columnas tiene rango tres. é¢Como
varia el rango si quitamos una
columna?

U Sigue teniendo rango tres, pues sigue
teniendo tfres filas linealmente indepen-
dientes

U Tiene rango dos seguro, ya que las filas
eran linealmente independientes

U Sélo podemos asegurar que el rango serd
menor que tres (16 2)

U No puede decirse nada

U A una matriz no pueden quitdrsele columnas




www.aulamatematica.com

£

77.Una matriz de tres filas y tres

columnas tiene rango tres. éComo

varia el rango si quitamos una fila y

una columna?

U Tiene rango dos seguro, ya que las filas
eran linealmente independientes

U Sélo podemos asegurar que el rango serd
menor que tres (16 2)

U No puede decirse nada

U A una matriz no pueden elimindrsele filas

U A una matriz no pueden quitdrsele colum-
nas

78. Si A es una matriz (m x n), B es un;
matriz (p x q) y C es una matriz (r x s)
para que se pueda efectuar la operacior
A-B-C, debe cumplirse que:
dn=qyp=r
Um=n=p=q=r=s
Qn=pygq=r
Um=np=qyr=s
Un=p,q=rym=s

79. Si A es una matriz (m x n), B es un;
matriz (p x q) y C es una matriz (r x s)
para que se pueda efectuar la operacior
A-(B + C), debe cumplirse que:
OQn=qyp=r
Um=n=p=q=r=s
Un=p=rygqg=s
Dm:p:r‘yn:q:s
Un=p,q=rym=s

80. Considera una matriz cuadrada de
orden tres cuyo rango es dos. Si a los
elementos de una columna les sumo
los correspondientes de otra de sus
columnas:

U El rango no varia

U El rango aumenta

U El rango disminuye

U Depende de si la columna es todo ceros
U No puede saberse

81.Si A es una matriz tal que A-A = I
entonces:
QA=1I
QA -A
QAl-A
QaAd-1

82. Dadas las matrices:

12 3 17 8
M =
(2-11} (314}

O M:N' es una matriz cuadrada de orden
dos que tiene matriz inversa

O M:N' es una matriz cuadrada de orden
dos que no tiene matriz inversa

O M:N' es una matriz cuadrada de orden
tres que tiene matriz inversa

O M:N' es una matriz cuadrada de orden
tres que no tiene matriz inversa

0 M:N' no puede calcularse

83.Sisecumpleque A-B=AyB-A=8B
entonces:
QA=I
UB-1I
QA=8B
0O A%2-AyB?:=B
OA=B=I

84. Sea A una matriz de dimension (m x

con la que efectuamos la operac
A-B-A = C. Entonces:
U B tiene dimensién (m x m) y € (h x n)
U B tiene dimensién (m x n) y C (n x m)
U B tiene dimensién (n x n) y C (m x m)
U B tiene dimensién (n x m) y C (m x n)
U No puede efectuarse el producto

85. ¢Es posible que para dos matrices A
y B NO CUADRADAS, puedan existir
A-ByB-A?

U Si, si tienen la misma dimensién

Q Si, si las filas de la primera coinciden con
las columnas de la segunda y viceversa

O Sélosi A"=B

0 SélosiB'=A

U No, nunca

86. Dadas las matrices:

(—1 2 1)
A=

-1 x

3

1

zZ Xtz

y 35
UB=Asix=2,Y=3yz=2
UB=Asix=3,Y=3yz=2
UB=Asix=5Y=3yz=3
UB=Asix=2,Y=3yz=3
O Ay B nunca pueden ser iguales

.

U Ninguna matriz cumple esa propiedad

m -ficarén las NNTT el curriculo de las Matematicas?. Las matrices. _




.:|:. 1
AULA MATEMATICA DIGITAL B ©AMD

P crrERaTORA MaTEMATICA P
Marta Martin Sierra

Un matemdtico que no tiene también algo de poeta nunca serd un ma-
temdtico completo. (Xarl Weierstrass)

fr\ r\ i

La incognita Newton VY (Catherine Shaw)

Cambridge, ario 1888. Vanesa Duncan es una joven
La institutriz que ha empezado a trabajar reciente-

) mente en la ciudad universitaria como maestra de
VMO E 0 BN nirios. Gracias a las familias para las que trabaja,
tiene la oportunidad de velacionarse con las mds
N E WEREEN privilegiadas mentes de la prestigiosa universidad.
Ademds, el momento no podia ser mds emocionante:
todos se hallan inmersos en la investigacion del
“problema de los tres cuerpos”. El rey Oscar de Sue-
cia ha decidido que para su 6o aniversario concede-
rd un sustancial premio a aquel matemdtico que
consiga resolver el problema, que fue planteado por
primera vez por Isaac Newton. Sin embargo, todo
da un giro inesperado cuando el profesor adjunto de
matemdticas, Akers, es encontrado muerto en sus
habitaciones de un violento golpe en la nuca vy el
enamorado de la srta. Duncan, otro matemdtico (lamado "Weatherburn, es acu-
sado del crimen. Vanesa se verd empujada a una inesperada aventura que le
(levard por media Furopa en busca del verdadero culpable en una carrera des-
esperada en contra de la horca.

,-.-\ AN

E( sello del algebrista ‘*'V Y (Jesiis Maeso de (a Torre)

En el siglo XIV, un anciano herborista llama a su
lecho de muerte a Diego Galaz, maestro de Algebra
educado en un convento, y le revela que su naci-
miento oculta un gran secreto. En su agonia le en-
g _ trega un eslabon que (o une a su familia: un enigmd-
L SELLO DEL tico anillo en el que aparecen buriladas las barras
Al GFBRI STA de Aragon y el simbolo de (a inmortalidad de Israel.

' e Es una excelente recreacion historica de los tiempos
B de la convivencia drabe, judia y cristiana en terri-
torio hispdnico, con un gran despliegue de imagina-
cion, vigor narrativo y sabiduria historica, el autor
desvelos los misterios de los algebristas de Alejan-
dria y la vida de los misticos de las cuevas de Qum-
ran, asi como las intrigas de las Cortes de Castilla y
Aragon, a través de una trama subyugante y con
escenas de gran intensidad que (levan al mds insos-

thering Shiw

Grijmiben; noveln Flataics

pechado desenlace.
Ampliar

LITERATURA MATEMATICA I I
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i LAS MATEMATICAS Y EL CINE

-

Marta Martin Sierra y Abel Martin

La presentacion oficial de este trabajo ha sido en las

s XTIT JAEM

celebradas del 4 al 7 de julio de 2007 en Granada, en el ZOCO titulado

LAS MATEMATICAS Y EL CINE

La Exposicion consté de 30 laminas, con el objetivo de hacer un céctel en el que los ingredientes
principales sean LAS MATEMATICAS Y EL CINE, como medio de popularizacién y divulgacion,
donde se intenté cuidar en especial los procedimientos y la forma de mezclarlos, para que al
alumnado le guste, le sienta bien, y le permita hacer una mejor digestion de los conceptos y la
abstraccion matematica, con la intencién de que sea para todo y para todos. Se presenté una
lamina inicial y otras 29 con peliculas que, a nuestro juicio, mejor cubrian en esos momentos los
objetivos buscados.

UNA MENTE MARAVILLOSA (2001) (A Beautiful Mind)
Como siempre se nos va a presentar al protagonista, un ma-
tematico, con el estereotipo habitual, un chiflado, que llega
incluso a la esquizofrenia. $us trabajos son secundarios en el
desarrollo del film.

Escena: 12:24 - 14:29 minutos

En el bar de la Universidad, una chica atractiva muestra su in-
terés por Nash. Este acude al envite pero, torpe en habilidades
sociales, no acierta a iniciar la conversacion. Finalmente dice:
“No sé qué es lo que se espera que diga para que tenga
relaciones sexuales contigo pero, épodriamos fingir que
ya lo he dicho todo?, sélo se trata de un intercambio de
fluidos éno?, épodriamos pasar directamente al sexo?” La
respuesta de la chica es un sonoro bofeton.

En si misma no tiene gran importancia pero, cuando transcu-

rre la pelicula, en una situacién parecida, y con Alicia como coprotagonista, la reaccion es
totalmente diferente ya que hay otra serie de pasos intermedios en la metodologia a se-
guir para "organizar" una actividad o resolver un problema, y que trae como consecuencia
un desenlace totalmente distinto.

)

MATEMATICAS Y CINE
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La FX-9860G $Slim
Calculadora en forma de libro

@ En abril de 2007 en la Convencion de
Viena" se nos presenta esta maquina,
que nos recuerda en cierta manera a
aquella a aquella FX-7500G GRAPHICS
de 1985, con formato externo de agenda
electronica con apertu ra en forma de “
libro”.

e Disefio moderno
de calculadora gra-
fica, con "pantalla
natural” plegable e
iluminacién de
fondo.

e Sistema de Soft-
ware Add-In.

e Funcion de ayuda
integrada (HELP).
e Disponible literatura y asistencia al
profesor para la calculadora.

o Geometria dinamica como Add-in.

o Actividades electronicas (eActivity).

e Funciones matematico-financieras.

o Sistema periddico y aplicaciones para
Fisica (Add-in).

e Hoja de calculo (preinstalada)

e Conexion USB.

o Aparatos adicionales disponibles. Po-
sibilidad de intercambio de datos con
otros aparatos.

e Anade un sistema avanzado para
descargar de forma gratuita "Software
Developer's Kit (SDK)" para la creacion
de aplicaciones. Es necesario registrarse.

o En septiembre de 2007 empieza a
comercializarse.

El software del FX - ES Emulador
para PC

En NOTICIA DE PRENSA del 26 de febrero
de 2007, CASIO anuncia en Londres el lan-
zamiento del emulador de la calculadora pa-
ra las escuelas BRITANICAS, siendo presen-
tada al resto de las Divisiones Didacticas eu-
ropeas en la Convencién de Viena, el 21 de
abril de 2007. El software del PC reproduce
los modelos de Casio FX-83ES y FX-85ES.

Esta tecnologia fue utilizada tradicionalmen-
te soélo con las Calculadoras Graficas para
las Matematicas avanzadas, pero este nuevo
software abre el mercado cientifico del emu-
lador a todas las aulas del mundo en escue-
las primarias y secundarias.

Combina las ventajas del emulador para la
ensefianza, que permite la vision de la pan-
talla de visualizacidn accesible a todos los
puntos del aula, con la posibilidad de que
cada alumno tenga su propia calculadora de
mano, optimizando asi sus prestaciones tan-
to didacticas como de calculo.

Permitira a los profesores demostrar facil-
mente a toda la clase tanto instrucciones de
manejo como de utilizacion didactica de la
calculadora, aumentando la interaccion en-
tre estos y el alumnado, pudiendo realizarse
las explicaciones y aclaraciones de una ma-
nera mas sencilla a través de un cafién.

Por un lado aparecera la calculadora, para
gue vayamos viendo los botones y menus
que se van presionando y utilizando, y por
otro lado la pantalla ampliada, para obser-
var de forma sencilla los resultados que se
van obteniendo.

Otra de las grandes ventajas para los profe-
sionales de la ensefianza sera la posibilidad
de capturar pantallas de forma inmediata, lo
que permitird generar apuntes y trabajos,
para realizar presentaciones, sélo con copiar

LA CALCULADORA EN EL AULA

y pegar.
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Domimgo 19 de Agosto de 2007

HUSvo
ladora
y fica en el aula

Entramos en el mundo de
las nuevas metodologias en la
ensenanza de las Matematicas.

URA 3 » NE
MARE ||;'rs[a i Basado an al trabajo
presentado en las XIIT JAEM de
Granada 2007, trata de ser el portal

referancia en el que podemos encontrar 0 Museo Balsach Eal=EC|'|
Matematicas en las diferentes peliculas,

fomentando el gusto por [as mismas a Cursos ON LINE
través da| zina,

Niveles: Primaria/ Secundaria/
Bachto / Universidad.

B Calculadora Grafica

rturas de GEOMETRIA Hertd || CHARcs

: Geometria, la protagonista
de nuestro cuento, s una nina inguieta,
inteligente, juguetona y valiente, que se
enfrenta a lo largo de aventuras con
juegos, prushas, preguntas y acartijc
Niveles: Primaria [ secundaria.

Calculadora Cientifica

® AULA VIRTUAL

Trabajos del
Webmaster
0 Revistas
B Congresos
O Libros
O Cursos
0O Seminarios v GT

Ocio matematico

40 ESO Opcién B

eneralitat de Catalunyva
Junta de Andaluci
Principado de Asturias Sociedades
O Sadem {Asturias]
B Thales (Andalucia)

NUEVD O Otras sociedades
Literatura matematica
Revistas
PAU matematicas matematicas

Matematicas I [ Aula Matematica Digital
B2
B Otras revistas

Sofware

Visitantes

Matematicas Aplicadas

Actividades

Extraescolares

Complementarias

Glosario bilingiie

@ Modelos matematicos y Aplicaciones cientifico-
técnicas. lDr Ludwig Padltz]
Q \

n de Helaman Ferguson. en

Castellanc - Inglés

Ingles - Castellano

Puzzies 3D
de los estudi

matem

& Nuevos program‘i:.-

@ En septiembre de 2007 aparece la nueva fx

9860G Slim

@ Actividades resueltas aplicaciones de las

derivadas

H Los dados celtas

Area de descanso

Defiende tu derecho a pensar, porque incluso pensar de manera errénea es mejor que no pensar (Hipatia)

Abel Martin, propietario del dominio www.aulamatematica.com






