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APLICACION DE DERIVADAG:
PROBLEMAS DE OPTIMIZACION CON 2 VARIABLES.

Descompén el nimero 9 en dos sumandos x e y, tales que la suma x* + 6y sea

2joo3 minima.

2B

RESOLUCION MEDIANTE EL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES A TRAVES DE DERIVADAS
DETERMINACION DE INCOGNITAS

x = "Primer ndmero buscado"

y = "Segundo nidmero buscado"
FUNCION A OPTIMIZAR

A(x,y) = x* + by
Vamos a colocar la funcién a optimizar en funcion de una sola variable, para lo que nos auxiliamos
de uno de los datos del problema:
x+y=9 - y=9-x
A(Xx) = X2+ 6(9 - x)
A(x) = x° + 54 - 6x

CONDICIONES PARA QUE EXISTA UN MiNIMO
(a) Para que exista un minimo A'(x)=0

Para que A(x) sea un valor minimo, la primera condicién serd:
A'(x)=0
A'(X)=2x-6=0
2x=6 > x=3
¢maximo o minimo?
(b) Para que exista un minimo A'‘'(x) >0
A''(x)=2>0 - Minimo
DETERMINACION DEL VALOR DEL RESTO DE INCOGNITAS
y=9-x - y=9-x
y=9-3:=6

x =3 - y = 6
SOLUCION Y ANALISIS CRITICO DE LOS RESULTADOS
Los 2 numeros que verifican que la condicion del @mciado sea minima sonel 3 yel 6.

Determina dos nlmeros cuya suma sea 24 y tales que el producto del uno por el

2004 cubo del otro sea mdximo. Razonar el método utilizado.

2B

RESOLUCION MEDIANTE EL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES A TRAVES DE DERIVADAS
DETERMINACION DE INCOGNITAS

x = "Primer nimero buscado"

y = "Segundo nimero buscado"
FUNCION A OPTIMIZAR

AX,y)=x -y
Vamos a colocar la funcién a optimizar en funcion de una sola variable, para lo que nos auxiliamos
de uno de los datos del problema:

x+y=24 o x=24-y
Aly) = (24 -y) -y’

Aly) = 24y*- y*
CONDICIONES PARA QUE EXISTA UN MAXIMO
(@) Paraque existaun mdximo A'(y)=0

A'(y)=72y*-4y*=0
4y*(18 -y)=0
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y1=0 ¢madximo o minimo? y2 =18 ¢madximo o minimo?
(b) Para que exista un maximo A'‘'(y)<O
A''(y) = 144y - 12y°
A''(0)=1440-12:0°=0
A''(18) = 14418 - 12-182 = 2592 - 3888 = - 1296 <0 - Mdximo

y =18
DETERMINACION DEL VALOR DEL RESTO DE INCOGNITAS
x=24-y=24-18

x=6
SOLUCION Y ANALISIS CRITICO DE LOS RESULTADOS
Los 2 numeros que verifican que la condicion del emciado sea maxima son el 6y el 18.

Si tenemos una cuerda de 100 cm de larga, ¢cudles serian las dimensiones del

Q rd I e .
2/009 rectdngulo para que tenga drea mdxima?

2B

RESOLUCION MEDIANTE EL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES A TRAVES DE DERIVADAS

DETERMINACION DE VARIABLES

y x: longitud, en cm, de la base.

_ y: longitud, en cm, de la altura.

FUNCION A OPTIMIZAR
A(X,y)=x"y
Vamos a colocar la funcién a optimizar en funcién de una sola variable, para lo que nos auxiliamos
de uno de los datos del problema:

2x+2y =100 - 2x=100 -2y

x=50-y
A(y)=(50-y)y
A(y) = 50y - y*

CONDICIONES PARA QUE EXISTA UN MAXIMO
(a) Para que exista un maximo A'(y)=0

A'(y)=50-2y=0
- 2y =-50 — ZY =50
y =25 <{mdximo o minimo?

(b) Para que exista un maximo A''(y)<O
A''(y)=-2<0 Mdximo
25

<
n

DETERMINACION DEL VALOR DEL RESTO DE INCOGNITAS
x=50-y =50-25=25

25

X
SOLUCION Y ANALISIS CRITICO DE LOS RESULTADOS

Las dimensiones para que tenga area maxima serarslgue formen un cuadrado de 25 cm de
lado.

Halla las dimensiones que hacen minimo el coste de un contenedor que tiene forma
de ortoedro sabiendo que el volumen ha de ser de 9 m?, su altura de 1 m y el coste
de construccién por m® es de 30 euros para la base, 35 euros para la tapa 'y 20 euros
para cada pared lateral.

@014 2B

RESOLUCION MEDIANTE EL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES A TRAVES DE DERIVADAS

2 Aplicacion de derivadas: problemas de optimizacién con 2 variables.
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DETERMINACION DE VARIABLES
Im x: longitud en m de la arista de la base.
y: longitud en m de la otra arista de base.
. y
Sgase = XY
Siateral =Y 1+ x1+y1l+x1=2x+2y
, Stapa = XY
FUNCION A OPTIMIZAR

Precio Total = 30xy + 35xy + 20(2x + 2y)
P(x, y) = 30xy + 35xy + 40x + 40y
P(x, y) = 65xy + 40x + 40y

Vamos a colocar la funcién a optimizar en funcion de una sola variable, para lo que nos auxiliamos
de uno de los datos del problema:

Volumen=x -y -1
9=x"-y
_ 9
4 X
P(x) = 65x% +40x+40%

P(x) = 585 + 40x + %’

CONDICIONES PARA QUE EXISTA UN MINIMO

(@) Para que exista un minimo P'(x) =0

P'(x) = 40 - 220
X

40-30 -0 5> 40x*-360=0 > 40x*=360 > x?=9
X

X1=-3 X2=3
Se desecha x; por ser un valor negativo y no existir distancias negativas.
x = 3 <¢mdximo o minimo?

(b) Para que exista un minimo P''(x)>0

P'(x) = 40 - 220
X
P (x) = 3—io-Zx = 7—230
X X
P@3)= 2250 ~ Minimo
3

DETERMINACION DEL VALOR DEL RESTO DE INCOGNITAS

9.9 4

Y X 3

SOLUCION Y ANALISIS CRITICO DE LOS RESULTADOS

Las dimensiones que hacen minimo el coste de un tamedor que tiene forma de ortoedro seran

aquellas cuya base forma un cuadrado de lado 3 m.

2020

Halla las dimensiones del rectdngulo de drea mdxima inscrito en una circunferencia
de 20 cm de radio.

2B
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RESOLUCION MEDIANTE EL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES A TRAVES DE DERIVADAS

DETERMINACION DE VARIABLES

x: longitud en cm de uno de los lados
40 sefialados en la figura.

y: longitud en cm de otro de los lados
sefialados en la figura.

N X
FUNCION A OPTIMIZAR
S(x,y)=x-y
Vamos a colocar la funcién a optimizar en funcion de una sola variable, para lo que nos auxiliamos
de otro de los datos del problema, teniendo en cuenta que el didmetro mide 40 cm.
40% = X%+ y?
y2 - 402 _ x2
y = Y1600~ x?

El drea del rectdngulo serd:

S(x) = x - V1600~ X2

Hacemos la derivada primera y simplificamos la expresién resultante:

S' (x)=1- v1600- x> + x X
241600~ x?

2
S'(x) = V1600-x2 - —=
V1600~ X
(1600- x?) - x*> _ 1600- 2x?

S'(x) = =
V1600~ x2 J1600- X2

CONDICIONES PARA QUE EXISTA UN MAXIMO
(@) $'(x)=0

1600- 2x?
71600- x?

1600-2x2=0 > 2x?=1600 > x%=800

x = V102 2% =204/2
(b) Para que exista un maximo S''(x)<O0

_ 4x+[1600- X + (600- 2x2)— 2%
.,y _ 1600-2x? G 2J1600- x> _
S'(x)z —=—— > S5"(x)= . =
V1600~ X 160C-x

=0

2

— 4x+/1600- x2 — 1200(74'4)(
5" (x) = 241600- X% _
) 160( - x> )

= 4x+/1600- x? 241600~ x* ~1200k - 4x2

2
sl l(x) - 2v1600—- x

160C - x?
5 (x)= - 8x- (1600~ x?) —1200x — 4x* _ —12800x + 8x> — 1200 — 4x*
21600~ x2-(1600- x?) 2/1600- X2 -(L600- x2)

-14000 + 8x> —1200 — 4x>
211600~ X2 -(L600- x?)

S''(x) =

A Aplicacion de derivadas: problemas de optimizacién con 2 variables.
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-14000¢ + 8x> —1200x — 4x?
241600~ x? -(1600- x2)
DETERMINACION DEL VALOR DEL RESTO DE INCOGNITAS
X = W = 2042
y = 4/1600- 20V2)? =
V1600~ 4002 = +/800 = 202

SOLUCION Y ANALISIS CRITICO DE LOS RESULTADOS

<0 - Se trata de un MAXIMO

S''(2042) =

Las dimensiones serian las de un cuadrado de ladd¥2 cm.

Se dispone de un trozo cuadrado de carton cuyo lado mide 120 cm. De sus esquinas

se quitan cuatro cuadrados iguales para hacer con el cartén restante una caja sin| 28¢

tapa, cuyo volumen se quiere maximizar. PVasco

2024

Calcula las dimensiones de la caja que verifica dichas condiciones.

RESOLUCION MEDIANTE EL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES A TRAVES DE DERIVADAS

X X
A
X X
A -
120 — 2x 120 _ x
v - 120 - 2x
l——> N 120 - 2x
X 120 — 2x X
v
X X

FUNCION A OPTIMIZAR
V(x) = (120 - 2x)? - x
V(x) = (14400 + 4x° - 480x)- x
V(x) = 14400x + 4x> - 480x2
CONDICIONES PARA QUE EXISTA UN MAXIMO

(@) V'(x)=0

V'(x) = 14400 + 12x* - 960x
12x% - 960x + 14400 =0

Resolvemos la ecuacién de segundo grado:

x; = 60 Se desecha pues no habria caja
X = 20 émdximo o minimo?

(b) Para que exista un maximo V''(x)<0
Vamos a determinar cudl de los 2 valores es un maximo:
V''(x) = 24x - 960

V''(20) = 24-20-960=-480<0 = Mdximo.
DETERMINACION DEL VALOR DEL RESTO DE INCOGNITAS

x =20

120 -2x=120-40=80

SOLUCION Y ANALISIS CRITICO DE LOS RESULTADOS

Las dimensiones de la caja que verifican las condines del enunciado son 80 cm de lado de la
base y 20 cm de altura.
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El perimetro de la ventana del dibujo mide 6 metros. Los
dos lados superiores forman entre si un dngulo de 90 F?A%
@/031 |grados. . Castila
a a
Calcula la longitud de los lados "a" y "b" para que el Mancha
drea de la ventana sea mdxima. b

RESOLUCION MEDIANTE EL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES A TRAVES DE DERIVADAS

x X
DETERMINACION DE VARIABLES
o o x: longitud, en m, de los lados sefialados en la
figura.
b
FUNCION A OPTIMIZAR
S = Area del tridngulo + Area del rectdngulo.
b? = x? + x°
En el tridngulo rectdngulo: b? = 2x?
b2 _ b _bol2
X= J]— = — = ——
5 2 |2 2
X El drea del tridngulo serd:
X A Cxx _ X _ 02622 P2 b
Tridngulo = 7 = 7 = 222 —E = 7

El drea del rectdngulo serd:
ARecTéngqu =a-b
Vamos a colocar la funcién a optimizar en funcion de una sola variable, para lo que nos auxiliamos
de otro de los datos del problema, teniendo en cuenta que el perimetro mide 6
a+b+a+x+x=6
2a+b+2x=6
2a+b+2 ¥= 6
2a+b+by2:=6
2a+b(l++2)6
o2 8-ba+ V2)
2
Hacemos las operaciones correspondientes:

Stotal = Area del tridngulo + Area del rectdngulo.

2
S(b) = b7+c(~b
2 _
sby= 2. 6002
4 2
2 o2
S(b) = b2 +12b jb 1++/2)
2 o2 _op2
sy = D1 24b 2b%y/2
_R2 _oRr2
sy - 12 b42bJ§

CONDICIONES PARA QUE EXISTA UN MAXIMO
(@ s'(b)=0

S'(b) - 12—2b4—4bﬁ= 0
12-2b-4b+2 =0

Aplicacion de derivadas: problemas de optimizacién con 2 variables.
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6-b-2by2 =0
-6+b+2by2 =0
b+2bv2 =6
b(1+2+42)=6
6 . .
= ¢Maximo o minimo?
1+22
(b) S''(b)<O
sitb)= 2B ey 22202 o i
DETERMINACION DEL VALOR DEL RESTO DE INCOGNITAS
6
6-———(L+V2
o= 87b@+V2) 12242 0T V2) _
2 2
61++2)  6@+2J2)-61+2) 6+12/2-6-6v2
6_
1+2/2 _ 1+2y2 N 1+24/2 B}
2 2 2
672 32

= 2 =
1+ 242 1+ 242

SOLUCION Y ANALISIS CRITICO DE LOS RESULTADOS
Las longitudes de los lados "a" y "b" para queel area de la ventana sea maxima seran,

respectivamente1 2 6

N m > m
+242 y 1+ 242

En un jardin existe un paseo cerrado que consta de media circunferencia de radio
10 m y de su didmetro correspondiente. En el interior de la figura anterior se va a
instalar un parterre rectangular, uno de cuyos lados estd sobre el didmetro y el
opuesto a él tiene sus extremos en la parte curva. El parterre se plantard de
camelias, que ocupan 0.25 m? cada una. ¢Cudl es el nimero mdximo de plantas que
pueden ubicarse?

2033 2B

RESOLUCION MEDIANTE EL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES A TRAVES DE DERIVADAS

10
y S(x,y)=2x"y

X 10-x

Vamos a colocar la funcién a optimizar en funcion de una sola variable, para lo que nos auxiliamos
de otro de los datos del problema:

x*+y?=100 > y?=100 - x?
y = £4/100- x*
Se desecha la solucidn negativa ya que las distancias son positivas.

S(x) = 2x - 1/100- X

CONDICIONES PARA QUE EXISTA UN MAXIMO

(@) S'(x)=0
— 2
S'(x) = 24100- %2 + 2x— 2% - 2400-x2 2K
2,/100- x2 7/100- x?

2(100- x%) - 2x* _ 200-2x*>-2x® _ 200-4x>
V100- x? V100~ x? V100- x?
200 -4x*=0

S'(x) = =0
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gﬂ\ﬁt O Abel Martin

-4x2=-200 > x*=50 > x=#450=+542
xi=-5+42 (Desechada. Las distancias son positivas)
X2 =542 ¢Mdéximo o minimo?
(b) Para que exista un mdximo S''(x)<0

, - 8x+/100- x2 — (200~ 4x )i
L 200-8¢ i V100-x% _

S'(X) = ——
V100- x2 (v100- x2)?

— g 100- x2 — ~ 400+ 8x®  —8x(100- x%) + 400x - 8x*

_ V100-52  _ V100- 2 _ —800x+8x* + 400 - 8%°
10— X2 10C- x2 (100- x2)v/100- x?
SI I(x) - _400)(

(100- x2)v/100- X2

S"'(542)<0 - Mdximo
DETERMINACION DEL VALOR DEL RESTO DE INCOGNITAS

y = 4100~ (5v2)% = +100-50 = /50 = 5+/2
SOLUCION

S=2x-y=2542542 =100 m?

100 : 0.25 = 400 camelias
ANALISIS CRITICO DE LOS RESULTADOS

El nimero maximo de plantas que pueden ubicarse sede 400 camelias.

Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la regién del plano
determinada por la pardbolay = - x* + 4y larectay = 1.

(a) Represente graficamente la chapa y calcule su drea. ,Z,ES

(b) Determine las dimensiones del rectdngulo de drea mdxima que se puede| 2y
obtener a partir de dicha chapa con la condicion de que uno de sus lados esté en la

rectay = 1.

@039

RESOLUCION MEDIANTE EL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES A TRAVES DE DERIVADAS
- Representamos la pardbola calculando el vértice y con una sencilla tabla de valores:

y'=-2x=0 - y=0
Representamos la rectay = 1

Este apartado lo resolveremos una vez tengamos los conocimientos suficientes para el cdlculo de
integrales definidas. Con calculadora grdfica seria:

W Edit Zoom Analisis # IZII “r Edit Zoom Andlisis # IZII “r Edit Zoom Andlisis # IZII

j Inter’sec‘:lé,ién ! Rﬁafz
=1, T32A5E88 wc=1 1 xc=1.T3205028 o=@

Inferior=—1.73 Superior=1.73

[1=—x~2+4 | [ri=—x~2+3 | [rd==6.52520323 |
Rad Real o] Rad Real o] Rad Real o]

Resolucion apartado (b)

8 Aplicaeion de derivadas: problemas de optimizacion con 2 variables.
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\g DETERMINACION DE VARIABLES

a: unidades de longitud de la base del rectdngulo.

b: unidades de longitud de la altura del rectdngulo.

f a \L Base: Lalongitud "a" serd 2x
Altura: La longitud "b" serd y -1

FUNCION A OPTIMIZAR

A(a,b)=a-b

A=2x-(y-1)
Vamos a colocar la funcién a optimizar en funcion de una sola variable, para lo que nos auxiliamos

de uno de los datos del problema:

Los puntos tienen que pertenecer a la pardbola y = - x* + 4

A=2x-(y-1)

A=2x-(-x*+4-1)
Az2x-(-x2+3)=-2x>+6x

A(x) =
CONDICIONES PARA QUE EXISTA UN MAXIMO
(@) A'(x)=0

A'(X)=-6x°+6=0
-6xPz-6 - 6xP=6 - xP=1 . x=z%1
Para comprobar que realmente es un mdximo, estudiamos la derivada segunda en x = 1
A''(x)=-12x

A''(1)=-12<0 - Mdximo
DETERMINACION DEL VALOR DEL RESTO DE INCOGNITAS
x=1 - y=-x*+4 . y=-1+4:=3

El mdximo se obtendrd cuando esté en el punto (1, 3)
Base: Lalongitud "a" serda 2x - 2:1=2

Altura: La longitud "b" serd y-1 - 3-1=2
SOLUCION Y ANALISIS CRITICO DE LOS RESULTADOS

Las dimensiones de dicho rectangulo con las condicies del enunciado seran un cuadrado de
lado 2 u.l.
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