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DISCUSION DE UN SISTEMA CON PARAMETROS. PARTE I

Dado el sistema de ecuaciones: X+y+z=1 2BC
@014 (a) Discute su compatibilidad segun los valores de A. X+y+2z=2 o
(b) Resuélvelo para A = 3. X—y+z=A 32001

(*) Teorema de Rouché-Frobeniiis sobre criterios de compatibilidad:

Sea A la matriz de coeficientes asociada a un sistema y A* la matriz ampliada, formada por los coeficientes
del sistema y los términos independientes, el teorema de Rouché sobre criterios de compatibilidad dice:

0O Si el Rango (A) = Rango (A*) - el sistema es compatible
— Rango (A) = Rango (A*) = Numero de incognitas - el sistema es compatible determinado, admite una
unica solucién.
— Rango (A) = Rango(A*) < Numero de incégnitas - el sistema es compatible indeterminado, admite
infinitas soluciones.

O Si el Rango (A) £ Rango (A*) - el sistema es incompatible y no admite solucién.

METODO I
Sea A la matriz de los coeficientes y A* la matriz ampliada:
11 1 11 1,1
Azl1 1 2 AX=|1 1 212
1-11 1 -1 114

El rango mdximo de la matriz A va a ser 3 siempre que el determinante de orden tres de la misma sea
distinto de O:
1 1 1
Al=[1 1 2|=
1 -11
=1-1+2-(1-2+1)=
=2-0=2%0
rg(A) =3
Como el rango es el nimero de filas o columnas linealmente independientes, en aquellas matrices no
cuadradas, el rango mdximo coincidird con el menor nimero de filas o de columnas. El rango mdximo de la matriz
ampliada de orden 3 x 4 es tres y por tanto coincide con el de la matriz A y es independiente del valor del
pardmetro A.
rg (A*) =3
rg(A) = rg(A*) = n° incégnitas
Sistema compatible determinado 0OA 0OR
METODO II - Utilizado habitualmente en el Bachillerato de Ciencias Sociales
Estudiamos la compatibilidad del sistema de ecuaciones por el método de Gauss:
-D(1 1 1!1)(-D
@1 1 212
1-1114)Q
Fijamos la 1% y modificamos la 2% con las operaciones indicadas a la izquierda y la 3% con las operaciones
indicadas a la derecha

11 1) 1

|
00 1! 1
0 -2 01A-1

Procedamos a estudiar la compatibilidad del sistema:

Analizamos la 3° fila:
-2y=A-1 o 2y=1-A

Analizamos la 2° fila:
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z=1
Analizamos la 1° fila:
x+y+z=1 - x+l_/]+1:1
2x+1-A+2=2 - 2x=2-1+A-2 o 2x=A-1
A-1
Xz —=
2

SE TRATA DE UN SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO O\ O O, de solucion general:

A-1 1-4
(%= b
~ RESOLUCION apartado ()

METODO I
Para A = 3 el sistema nhos queda:

Xx+y+z=1

X+y+2z=2

X—-y+z=3

Resolvemos por el método de Cramer:

1 1 1
2 1 2
N e | 1-2+6-(3-2+2) _5-3 _ 2 _,
1 1 1] 1-1+2-(1-2+1) 2 2
11 2
1 -11
111
12 2
- 13 1  2+3+2-(2+6+1) _7-9 _ -2 -1
2 2 2 2
1 1 1
1 1 2
,o 1t 71 8] 3-142-(1-2+3) _4-2_2_,
2 2 2 2
Paraa =3 - x=1 ; y=-1 ;z=1
METODO II - Utilizado habitualmente en el Bachillerato de Ciencias Sociales

Para A=3 - (A—_l,u,l)
2 2

x=1 ; y=-1; z=1

B coMPROBACION MEDIANTE LA CALCULADORA GRAFICA
Vamos a comprobar con la calculadora grdfica, sustituyendo "A" por diversos valores en el sistema

del enunciado:

A=3
an?-“:+|':|an"r'+|:r22=dnc J anitbn'Y+Cha=dn
|[ I I I |] oLV :-:[-]]
2 I I 2 2 ¥ -1
3 - 1 E z [
3 1
[For (AW [CiR REFT
La calculadora grdfica nos propone las soluciones correspondientes. Es un sistema compatible determinado.

Como se puede observar, se confirman nuestros resultados obtenidos con LAPIZ Y PAPEL.
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Dad[())l el sist;ema de eggﬁziogzszl . " | (L+a)x+y+2z=1 .
@015 " ega) iscute la compatibilidad del sistema segun los valores X+(1+ a)D/+ 7=1+a Omo

' — 2

(b) Resuélvelo cuando sea compatible. x+y+(l+a)z=1+a 52001

(*) Teorema de Rouché-Frobeniiis sobre criterios de compatibilidad:
METODO I
Sea M la matriz de los coeficientes y M* la matriz ampliada:

1+a 1 1 1+a 1 1 i 1
M=| 1 1+a 1 M*=| 1 1+a 1 il+a
1 1 1+a 1 1 1l+a |1+a?

El rango mdximo de la matriz A va a ser 3 siempre que el determinante de orden tres de la misma sea
distinto de O:

1+a 1 1
M| = 1 1+a 1 |=
1 1 1+a

(a) Si lo hacemos directamente aplicando la Regla de Sarrus:

(1+ay+1+1-[(1+a)+(1+a)+(1+a)]=
=(1+a)P+2-31+a)-2=1+3a+3a?+a>+2-3-3a=a’+3d
a®+3d°=0
D> (@+3)=0
a =0 ; a=-3
a0 ; a#-3 - rg(M)=3
rg (M*) =3
rg(M) = rg(M*) = n° incégnitas
Sistema compatible determinado
(b) Si lo hacemos aplicando propiedades:

1+a 1 1
1 1+a 1 |=
1 1 1+a
3+ta 1 1

=|3+a 1+a 1 |=
3+ta 1 1+a

1 1 1
=(3+a)|1 1+a 1 |=
1 1 1+a
111
=(3+a) |0 a 0| =(a+3)-a®
0 0 a
ag=0 ; ax=-3
a0 ; a#-3 - rg(M)=3
rg (Mx) =3

rg(M) = rg(M*) = n° incégnitas
Sistema compatible determinado

Para a=0 - rg(A)s<2
111
M=1111
111

11
=0
11
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Sia=0 - rgM)=1
11111
ME=|11 101
1111
‘1 1‘:0
11

Sia=0 - rgM*)=1
Sia=0 - rg(M)=rg(*) < n°incognitas
Sistema compatible indeterminado

Para a=-3 - rgM)<2

2 1 1
M=|1 -2 1
1 1 -2
‘_2 1‘:4-1:3;:0
1 -2
Sia=-3 - rgM)=2
—2 1 1!1
M= 1 -2 11-2
1 1 -2110
—2 1 1
M*=| 1 -2 -2(=27%#0
1 1 10

Sia=-3 - rgM*)=3
Sia=-3 - rg(M)#rg(M¥*)
Sistema incompatible

Resumen:
az0 ; a#z-3 - SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO
a=0 - SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO
a=-3 - SISTEMA INCOMPATIBLE

METODO II - Utilizado habitualmente en el Bachillerato de Ciencias Sociales
Estudiamos la compatibilidad del sistema de ecuaciones por el método de Gauss, colocando la matriz de
coeficientes de forma que la 3° fila esté la primera para que resulte lo mds sencilla posible:

D 1 1 1+ail+a’)|-(1+a)
M| 1 1+a 1 i 1+a
1+a 1 171 Q)

Fijamos la 1% fila y modificamos la segunda con las operaciones indicadas a la izquierda y la 3% con las
operaciones indicadas a la derecha.

I
1 1 l+a | 1+a?
a -a i a-a°
0 -a -a’-2a |-a’-a-a°

OPERACIONES INTERMEDIAS REALIZADAS

1+a-(1+a)=0

1-1+ad)=-a
1-(1+a)l+a)=1-1+a®+2a)=-a®-2a
1-(1+a)(l+a®)=1-(1+a’+a+a®)=(-a°-a-a’)

Fijamos la 1% y 22 filas y modificamos la 3% sumando la 2° y la 3? filas:
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1 1 l+a | 1+a
0 a -a i a-a?
0 0 -a’-3a | -a®-2a?

Analizamos la 3% fila:
(-a®-3a)z=-a®-2d
Veamos los valores que hacen cero cada miembro:
O -a°-3a=0 - a(-a-3)=0

-a-3=0 - -a=3
O -a*-2a°=0 - d°(-a-2)=0
-a-2=0 - -a=2

Estudiemos la compatibilidad del sistema para estos 3 valores sustituyendo en la 3% fila:
Para a =0
0z=0
o soluciones
Paraa=0 - SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO
Si sustituimos "a" en el enunciado por su valor nos queda:
X+y+z=1
X+y+z=1
X+y+z=1
Al resolverlo obtenemos:
x+y+z=1 - x=1l-y-z
El conjunto de soluciones del sistema son:
(1-y-z v, 2)
Para a=-3
0z=- (- 3)*- 2(- 3y
0z=27-18

0#9
Paraa =-3 - SISTEMA INCOMPATIBLE

n
[}
N

Para a
[-2(-2)%-3(-2)]z=0
(-4+6)z=0
2z=0

Analizamos 2° fila: ay-az=a(l-a) - -2y-0=-6

Analizamos 1? fila: - x+y+z=1 - -x=1-y-z - -x=1-3
-x=-2

(2, 3.0
Paraa=-2 -  SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO

Paraa#0 ; a#Z-2 ; a # -3
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO
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Analizamos la 3? fila:
(-a®-3a)z=-a%-2d°
_ —a(@+2) _
-a(a+3

;= al(a+2)

a+3
Analizamos 2° fila: ay - az=a(l - a)

al(a+2)
B Gl e
ay -a (a+3) a(l - a)

ay:a(1-0)+a%
v = (a+3)@{l-a)+a’{a+2)
Ve (a+3)
_(a+3@-a)+a’fa+2)
e alfa+3)
_ (a+3)al-a)+a’{a+2)
L a[ﬂa+3)
_ (a+3)(@1-a)+alla+2)
v (a+3)

Analizamos la 1? fila y después de realizar operaciones obtendremos:

Solucién genérica:

( -a 3 a[ﬂa+2)j

a+3 ' a+3 ' a+3

Para a = O, al estudiar la compatibilidad del sistema, hemos comprobado que serd compatible
indeterminado. Si sustituimos "a" en el enunciado por su valor nos queda:
X+y+z=1
X+y+z=1
X+y+z=1
Al resolverlo obtenemos:
x+y+z=1
x=1-y-z
El conjunto de soluciones del sistema son:

(A-y-z v 2)
Para a # 0 y a # - 3, el sistema es compatible determinado. Resolvemos por Cramer:

1 1 1
l+a 1+a 1
1+a> 1 1+a|_ (1+aP+(+a)+{+a?)-(+a)di+a?)-1-(1+a) -

T J1va 1 1| (1+a)3+1+1—3[ﬂa+1)
1 1+a 1
1 1 1l+a
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_ 1+a’+2a+l+a+l+a’-1-a’-a-a’-1-1-a°-2a _ -a® _ -a
a’(a+3 a’ffa+3) a+3
1+a 1 1
1 1+a 1
_| 1 1+a® 1+a| _
a’fa+3)
(1+a)3+(1+a2)+1—(1+a)—(1+a)[([t+a2)—(1+a): 3@ _ 3
a’fa+3) a’ffa+3) a+3
l1+a 1 1
1 1+a 1+a
-1 1 1+a?
a®[fa+3)
_ (1+af E(u+a2)+1+(1+a)—(1+a)—(1+a)2—(1+a2) _atv2md
(1+a) +1+1-30fa+1) a’fa+3)

_ a’ffa+2) _ al(a+2)
a®fa+3) a+3

Solucién genérica:

( -a 3 a[ﬂa+2))

a+3 ’a+3’ a+3

= COMPROBACION MEDIANTE LA CALCULADORA GRAFICA
Vamos a comprobar con la calculadora grdfica, sustituyendo "a" por diversos valores en el sistema
del enunciado:

a=0
anntbrY+HCnZ=dn anAtbr+CnI=drn
a 3 £ d a 3 4 4
I I I I I I I I I I
a[ | | | |] SOLV a[ | | | |]
3 [ [ 1 I 3 [ [ | I
1 1
[zori (EW TR Ma  ERROR
La calculadora grdfica no es capaz de resolver sistemas compatibles indeterminados.
=-3
andtbrY+Chni=drn anAtbr+CnI=drn
H k c 4 a 3 4 4
I -2 I I I I -2 I I I
a[ 1 -2 I -a] SOLV a[ | -2 I -a]
3 I I -z T 3 I I -2 T
1@
[EEDEL JIAN Ma ERROR
La calculadora grdfica ho es capaz de resolver sistemas incompatibles
=-2
ahH+|':lah"r'+|:r;2=dhc ] anAtbr+CnI=drn
I -1 I I I " 3
a[ | -1 | -|] SOLV '.'| 3]
3 [ ro - E z 0
2 2
[zori (EW TR REFT

La calculadora grdfica ho es capaz de resolver sistemas incompatibles

Como se puede observar, se confirman nuestros resultados obtenidos con LAPIZ Y PAPEL.
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o " X+ty+z=1 2BC
Ho16 (a) DISCUFII’ su compatlﬁllldad para los distintos valores de A. 2x-2y+2=2 on ?:10
(b) Resuélvelo para A = - 3. 5x+ly+3z=5 72002

- RESOLUCION apartado (a)
(*) Teorema de Rouché-Frobeniiis sobre criterios de compatibilidad:

Sean las matrices de los coeficientes (A) y la ampliada (A*):

1 1 1 1 1 11
A=|2 -2 1 A*=|2 -2 12
5 42 3 5 12 35
1 1 1
|[Al=12 -2 1| =0
5 4 3
-6+20+5+10-A-6=
A+3=0
A=-3

A#2-3 - rg(A)=3
rg (A*) = 3
rg(A) = rg(A*) = n° incégnitas
Sistema compatible determinado

Para A=-3 - rg(A)<2

1 1 1
A=z|2 -2 1
5 -3 3
IAllz‘l 1‘:-2-2;&0
2 -2
SiA=-3 - rg(A)=2
1 1 11
A*=|2 -2 12
5 -3 35
1 1 1 111 1 11
2 -2 2|=0 212/=0 ; -2 1 2|=0
5 -3 5 535 -3 35
‘1 1‘:-2-2¢O
2 -2

SiA=-3 - rg(A*)=2
Sia=2 . rg(A) =rg(A*) < n° incégnitas
Sistema compatible indeterminado
Resumen:
A£-3 o SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO
A=-3 - SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO

- RESOLUCION apartado (b)
X+y+z=1

X+y+z=1
2x-2y+z=2 5 ParaA=-3 - 2x-2y+z=2
Bx+Ay+3z=5 5x-3y+3z=5
A través del estdio de la compatibilidad ya hemos visto que serd compatible indeterminado:
X+y=1-z
{Zx— 2y=2-z

Resolucion por el método de Cramer:
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1-z 1
.= ‘2—2 —2‘ : -2+2z-2+z2 , 3z-4 - -3z+4
1 1 -4 -4 4
B
1 1-z
_ ‘2 2-z| _2-2-2+2z _ z _ -z
VST 1T T a4 T a4
‘2 -2
-3z+4 -z

ParaA=-3 - (

Resolucioén por el método de Gauss:
(-2)(1 1 1]1)(-H
@ |2 -2 112
5 -3 315) ()
1 1 1.1
2|0 -4 -1l0
@ o -8 -210
1 1 111
0 -4 -1!0
0 0 010
X+y+z=1
-4y-z=0
0z=0
0z=0
Infinitas soluciones
-4y=2z

x—E+z=1
4

4x-z+4z=4
4x+3z=4

Solucién generalizada:

Parar=-3 - (2*% 7% 2y bzoo

4 4
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