LA INFERENCIA ESTADISTICA Y LAS TIC (2* PARTE).
ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA

Rosana Alvarez Garcia (*) y Abel Martin (*¥*)

El objetivo en muchos estudios estadisticos es conocer pardmetros poblacionales. A la hora
de estudiarlos nos encontramos con la imposibilidad de trabajar con todos los elementos de
la poblacién por su excesivo tamano, falta de tiempo o elevado precio. Para solucionar este
problema se trabaja con muestras extraidas de la poblacién, como ya estudiamos en el articulo
anterior.

ESTIMACION PUNTUAL

La estimacién puntual asigna al pardmetro poblacional un dnico valor. Para su cdlculo se
emplean los estimadores.

Un estimador es una funcién de los valores muestrales, es un estadistico que nos permite obte-
ner valores aproximados de los parametros poblacionales (media, varianza, mediana, moda, ...).
El estimador es, por tanto, una variable aleatoria en el muestreo con su correspondiente funcién
de distribucién, como ya vimos para la media y proporcién en el articulo del nimero anterior
y que ampliaremos brevemente en éste.

Al estimar un parametro poblacional podemos elegir distintos estimadores pero, jcudl es el
mas adecuado?

Consideremos el siguiente ejemplo.

Tenemos una partida de dardos con cuatro jugadores, cada jugador representa uno de los
estimadores elegidos para conocer un parametro poblacional. El centro de la diana se corres-
ponde con el pardmetro poblacional. Una vez realizados los lanzamientos de la partida obte-
nemos los siguientes resultados:

Jugador 1 Jugador 2 Jugador 3 Jugador 4

(*)  Profesora de Tecnologia del IES Aramo (Oviedo-Asturias).

(**) Profesor de Matematicas del IES Pérez de Ayala (Oviedo-Asturias).
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Analizando estos resultados obtenidos por cada jugador observamos:

Jugador 1 (estimador 1): las tiradas no se desvian en ninguna direccion y estdn muy concentradas.
Jugador 2 (estimador 2): las tiradas no se desvian en ninguna direccién y estdn muy dispersas.
Jugador 3 (estimador 3): las tiradas se desvian hacia la izquierda y estdin muy concentradas.
Jugador 4 (estimador 4): las tiradas se desvian hacia la izquierda y estdn muy dispersas.

Si traducimos estos resultados en términos de estimacién podemos asociar cada tirada con una
estimacion muestral, es decir, las tiradas de cada jugador son las estimaciones realizadas en
las muestras estudiadas.

Si el estimador es centrado, no tiene sesgo y lo [lamamos insesgado.

Cuanto menor sea la dispersion mas eficiente sera el estimador. La eficiencia de un estimador
centrado es la inversa de su varianza.

En la estimacion puntual es necesario tener en cuenta el error que se comete. La distribucion
muestral nos da la distribucién de los valores que toma el estimador en las distintas muestras
seleccionadas de la poblaciéon. La media y la varianza son los parametros utilizados y la des-
viacion tipica o error tipico de estimacién nos da la desviacion promedio entre el estimador y
el pardmetro poblacional.

Como ya vimos en el articulo del ndmero anterior, un estimador es una funcion de la variable
aleatoria que tomarda un valor numérico para cada muestra. Teniendo en cuenta todas las mues-
tras extraidas de la poblacion obtenemos un conjunto de valores que siguen una determinada
distribucién muestral.

Vamos a repasar los estimadores puntuales mas utilizados y su distribucion en el muestreo.

DISTRIBUCION MUESTRAL DE PROPORCIONES

Para muestras grandes el estimador g sigue una distribucién normal de parametros

g
n

p—~> N|p
)
Si tipificamos la variable

z=""F No, 1
JU?'ff
\ﬂ f

DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA

La distribuciéon muestral de la media en una poblacién normal, sigue una distribucién normal
de parametros

L]

_ o
X = N|H. -
41 J
(a) Si la varianza poblacional o es conocida.
Tipificamos la variable .
7=2"F ,No, 1)

Ju
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(b) Si la varianza poblacional o es desconocida, la estimamos a través de la cuasivarianza

A i
§%= .57
=1

Tipificamos la variable
X-p
S

‘u'rH

sigue una distribucién t-Student con (n - 1) grados de libertad.

DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS

Dadas dos variables aleatorias independientes con distribucién
X =Ny, 09) e Y = Ny, 0y)

La distribucion de la nueva variable diferencia de las anteriores X — Y sigue una distribucién

normal de parametros:

(@) Con varianzas poblaciones conocidas

= 3
. e Y . . NP |y O
La nueva variable aleatoria X — Y tiene media p; - g, y desviacion tipica .Hlj—]+ —=. Para
. L T p m ny
poblaciones de gran tamafo sigue una distribucion normal de parametros

bl

o o3
X—Y > N —Hy =+
\'H

1 Iy

Si tipificamos la variable

(b) Con varianzas poblaciones desconocidas
Podemos distinguir dos casos:
(1) Con varianzas poblacionales desconocidas pero iguales: o, = o, = 0. El estadistico viene

T= g_?)_ﬁ-ll_“?]

5.
\npom

dado por

A
siendo S 2 el promedio de las cuasivarianzas

[O-1)-87 + 0, + 1) 53
"lj Ny +n, —2

S =
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@_?)‘ﬁhﬂlr}
.1 f[n1—1]-§f+[n2+l)-§§
1ng|"|1 n, \ n+n, -2

El estadistico final es:

Distribucion t-Student con (n; + n, —2) grados de libertad.
(2) Con varianzas poblacionales desconocidas y distintas: o, # o, # o. El estadistico viene
dado por
(-7 ) -n,)
GG
sz, s
‘iﬂ ”l .Fi': tf

Sigue una distribucion t-Student con f grados de libertad.

Los grados de libertad los calculamos por la aproximacién de Welch

m+1 iy +1

Tomaremos como grados de libertad el valor entero mas préximo al resultado obtenido.

ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA

La estimacién puntual se utiliza poco, puesto que carecemos de datos que nos indiquen el
grado de fiabilidad del dato muestral que hemos tomado. Es mas atil utilizar la estimacién por
intervalos, que consiste en calcular dos valores que definen el intervalo en el cual estimamos
que se encontrara el parametro poblacional.

La probabilidad de obtener un intervalo a partir de las muestras analizadas que contenga el
verdadero valor del parametro poblacional se la denomina nivel de confianza (1 - @), siendo
el nivel de riesgo o de significacion (a) la probabilidad de que no esté contenido.

Si fijamos un nivel de confianza (1-a) = 0.9, indica que de cada 100 muestras analizadas en
90 obtendremos un intervalo que contiene el verdadero valor del parametro poblacional y en
10 obtendremos un intervalo en el que no se encuentra el pardmetro poblacional.

Si nuestro intervalo es centrado podemos decir
A ST SN,

Siendo el valor de A\, la probabilidad de que el valor absoluto de la distribucién que sigue el
estadistico sea igual al nivel de confianza prefijado de antemano.

Vamos a construir los intervalos de confianza para los estimadores estudiados:

Intervalo de confianza para |a media de una poblacion N(p, o) con varianza conocida

Buscamos el intervalo de confianza para la media de una variable X. Como vimos, la dis-
tribucién muestral de la media en una poblaciéon N(y, o), sigue una distribuciéon normal de
parametros
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bl

— o
X N[ —=

I

El intervalo estard comprendido entre dos valores dados por la distribucién del estadistico en
el muestreo al nivel de confianza prefijado

.‘I;—,us)\
Cr o

‘\'IrH

_)\as

Despejamos el parametro buscado

b

=]
< |~"-l

=1

IA
-

|

=

A
>

Q
< |~"-l

=1

[5)
o —

. -X
4N - an

+ X

o
o T
N

o v o
—Sws=X+A - —
VN VN

X-\

a

A, tendrd en cuenta el nivel de significacion y el error debido al muestreo.

-
VN
Para calcular el valor de A\, necesitamos conocer:

(@) La distribucién muestral del estadistico, en este caso

A =u

Vn

(b) El nivel de confianza prefijado (1 - o)

N,/ PINO, D<A, 1=1-0

- N(@©, 1)

Nuestro intervalo es

= ¥ = (3
[_1 g e N dy
Jn Jn

ACTIVIDAD 1

En un estudio sobre la estancia media de los pacientes en un hospital se toma una muestra de
aleatoria de 30 pacientes y se anota el tiempo de permanencia de cada uno de ellos obtenién-
dose una media de 8 dias. La variable en estudio sigue una distribucién normal con varianza
poblacional 16. A un nivel de confianza 1 - @ = 0.95, calcula un intervalo de confianza para
la media.
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Resolucion
DATOS
POBLACION " 02=16
o=4 1-a=0.95
MUESTRA X=28 S n =30
La distribucion muestral de la media en una poblacién N(y, o) con varianza conocida es:
- c
X—>N [#- -
41 J
- . X-p
Tipificamos la variable /= s N(@©, 1)
Jh
Nuestro intervalo centrado es
[_1.; IPURCAS P
W Wi

El valor de N,/ PIIN(O, )| <A, J=T1-a  P[NO, )| <\,]=0.95

Mérodo |

Aplicamos la definicién de valor absoluto

PIIN(O, 1)] <N\o 1= Pl A< N(©, 1)< A, 1= PIN©, 1) <\, 1- PIN©, 1) <- A, ] = 0.95

La tabla N(0, 1) solo nos da valores positivos. Como es simétrica tenemos que

R{L)=5.A24598

PiL)=5. A24598

PIN(O, 1) < -\, 1] =
El area total de la curva es la unidad y por tanto

PIN(O, 1) A, ]

&, 973

_ PlL)
PIN(O, 1) <\, 1

R{L)=5.A24598 =
PIN(O, 1) A, ] =

Sustituimos

PIN(O, 1) < N,I- PIN(O, 1) <- N, J=PIN(O, 1) = AI- {1-PIN(0, 1) <\ I} =
= PIN(O, 1) <N\, I-T+PIN(O, 1) <A 1=2-PIN(O, 1) <A ] -1
2-PIN©O, 1) <A, 1-1=0.95
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2-PIN©, ) <A, 1=0.95+1
PIN(, 1) <A, 1=1(0.95 + 1)12
PIN(O, 1) <A, 1=0.975

Mérodo 1l

- l{x }'vfl

Operamos el valor absoluto, buscamos en la tabla de la distribuciéon N(O, 1) y tenemos

PIN(O, 1) <A, 1=0.975

095
= 0.475 — 0.475+0.5=0.975 0.975

Fa

El motivo por el que se pone de drea 0.975

es porque la superficie buscada para \, es

0.5 + 0.475

Buscamos en la tabla de la N(0, 1) el valor de la variable que tiene como probabilidad 0.975,
por varios métodos:

(a) A través de una opcion directa que tiene la calculadora gréfica:

WNHIH FEEHU Wﬁ? Jega i |u-ge 3 3]s w
r soe

AC/ON 2 H
g
[T PP TP T P
Jisga o [nty 3fuate 3]s w Trywarse Heepal

sce 'IEEI—F]_
' a T
F5||F1 H F3 s i
g Save FosiNore

Execule

derd [recd [InuH LWEFT R:GHTENTR
Marmnal irwver=za Marmnal irversza
»=1,9599£393
F1 e :
3 i F1
Introducimos los valores Saue Foss HD“@
que aparecen al margen Execule

WEFT [RIGHT CHTR

(b) A través de otra opcion directa que tiene la calculadora gréfica:
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Jega o ]uge 3l 3] sn w Iryvarse Hormsl
iy
1 F3 wal H
MENU || 2 [|F5||F1 t g it
= Opcion CNTR gave Resibone
ieclLile
[ird [Fecd ouH [CEFT [RecHT ROHTR
Invverze Hormal Invverse Hormal
Tail ICenkral =ILowm=-1.959964
F3 ;hr*ea 5?19’5 x:lUe =], 9099398
Introducimos los valores Ea'u'e Resi ﬁnm F1
que aparecen al margen e

(c) Mediante otra opcién directa que tiene la calculadora grafica:

Je:ga o fnge 3fusge 3]s w Iy ar = Heposal
LT
1 F3 va H
MENU|| 2 |[F5||F1]| : i
- Opcién RIGHT gave Resibone
lied [feed [wor REFT [RecAT (TR

Invverzse Horpal Invverse Hormal

Tail IRight ==1.9599£3%8
F2 Rrga 16,925

: i

F1

: »
Introducimos los valores Save Ros:Hore

que aparecen al margen
LmLiC

(d) Con la ayuda de las tablas de la N(O, 1), buscamos el valor en el que F(\,) = 0.975, “por
dentro” de la tabla.

PZ<\,)=0.975
F(\,) = 0.975

F(1.96) = 0.975

0.975

(e) A partir de este momento, mentalmente, tenemos que memorizar este nimero, ya que es

uno de los niveles de confianza mas habitualmente utilizados.

Sustituimos en el intervalo:

4
= [6.5686, 9.4314]

[8—1.96- ..4 , 8+196

Al A

La media muestral se encuentra entre esos valores a un nivel de confianza del 95%.

Los valores del intervalo también los podemos averiguar directamente con la calculadora gra-
fica, pudiendo dedicar mas tiempo a la reflexién y a la compresién de conceptos, dejando los
calculos numéricos y farragosos para las maquinas.

(a) A través de una opcion directa que tiene la calculadora gréfica:
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Jega i |u-ge 3 3]s w

MENU

earHCaLC RIS THITE 01 STY I

lge o ]use et At w uga o fnge 2fuse Auisn w

SE':‘ F 1 SE':‘
F4 : o H
: Nuestro estadistico sigue ,:

una distribucién normal, Z

| = ] & ) = [25 [VF [EF
F1 1=Sanple Tlnlarws] F2 I=2atrle Tinlerwsl
. L=lawel TH, C=lawel 1,
Trabajamos con una muestra | & i1 Seleccionamos la opcién g i1
y buscamos el intervalo para | gASk ibistl P H i
L . ., - Var, conocemos los =

la media 1-s. Si trabajasemos | Zawe ResTHome + p Zave ResiHone 4

[u.st [rar pardmetros muestrales L3t [rar

con proporciones 1-p

] =Samrle ZInleopwsl |=Zaeele ZInlepwesl
Dat.a Uariable Lefl =&.T0c864459
. L=lgwel 10,93 Right =2, 43133551
Introducimos los valores 3 i EXE 5 =3
que aparecen a la derecha | 7, E%E’I h =38

dcong Iaﬁ

[6.5686, 9.4314]

Intervalo de confianza para |a media de una poblacion N(, o) con varianza desconocida

Cuando o es desconocida ya vimos que

V=pu
- tn—1

y i

§2: Cuasivarianza; si n es suficientemente grande podemos aproximar a una N(0, 1).

El intervalo estarda comprendido entre dos valores dados por la distribucién del estadistico en
el muestreo, en nuestro caso una t de Student con (n - 1) grados de libertad.

L

'ta, n1 0 < 3 =< ta, n-1
1."I.l|'
Despejamos p y nos queda
S ¢ S
_ta, n-1 — <X- W< tot n-1 —
N 4N
S S &
'ta, n-1 — <X- 3% < ta, n-1 — -X
4N 4N
Multiplicamos por (- 1) y cambia el sentido de la desigualdad
Y_tanJ' %—<p‘<¥+tun-1 %—
4 ‘\-Ir-l ‘\-Ir-l

Noviembre 2007 ¢ 2007ko Azaroa 101



Rosana Alvarez Garcia y Abel Martin

Nuestro intervalo es

_ 5 = S
N=ty g ——=. X +1 —
|: o_p=] \I"; e, =1 \n'f;_
Siendo t, .1/ P(t,4|<ty)=1-«a

Si las muestras son suficientemente grandes, aproximamos la distribucién del estadistico a una
distribucion N(O, 1).

S

[Tr g T

ACTIVIDAD 2

El nivel de protrombina en sangre se distribuye normalmente. Se toma una muestra aleatoria
simple de 40 pacientes que se sabe tienen deficiencia en vitamina K. Los resultados obtenidos
para esta muestra son, un nivel medio de 18.5 mg/ 100ml de plasma y desviacién 4 mg/ 100
ml de plasma. Calcular un intervalo de confianza para la media a un nivel de confianza del
95%.

(a) Resolucién con lapiz, papel y tablas:

DATOS:

q

POBLACION u : 0.05
—a=0.
1

MUESTRA Xx=185 S=4 n =40

Debemos calcular el intervalo de confianza para la media de una poblacién N(y, o) con
varianza desconocida. El intervalo pedido es

Y+t ?_

W h
|:'1II 1" ‘\l'f; ’ =l N

Conocemos la media y desviacion muestral. A partir de la desviacion muestral calculamos la
cuasivarianza

n

22" 2% 46 1641 55
n—1 39 =4.051
4051 4051
1851 -8, B
|i €, m—1 ‘III-I-[} :‘+I£.r =] \If-l-[} i

Siendo t, ., N-1/P(|t4]<t) =1-«

Buscamos en la tabla t-Student y obtenemos el valor de t,

P(|t;0]< t,) = 0.95 — t, =2.023

El intervalo pedido es
|il 8.5-2023- 4051 . 185+ 2.[!23-ﬂ
V40 NI

[17.204, 19.79]

(b) A través de una opcién directa que tiene la calculadora gréfica:
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Juga o fnse afuise Ase W
By
1
MENU 2 H
-]
JeaPHACRLC RIS T ITITE 015 T ]
[MEENILELE] [P J I Juge o |nte 3fuge 3] use w
e By
1 F2 1
F4 2 :
3 Nuestro estadistico sigue 3
una distribucion t-Student S
I1=5anple LInlearws] 1=Sarple Linlerwsl
F1 F2
L=Lgwel O }- gl TH,
. L=t =LisLl] . L . =1
Trabajamos con una muestra | Fyga3 i1 Seleccionamos la opcién Y kel IR
y buscamos el intervalo para | 3awe Fes:None Var, conocemos los e A
. Execule L Save ResziHone 4
la media 1-s. Lot [rar pardmetros muestrales L3t [rar
fagaetepintaryyl [z3eele spogeal
ata ilUariable efl =1T.
. =Lgwel 1@ R 9ht=13+ T95TTLT
Introducimos los datos que } : 53,51 EXE ] =‘11 :‘agl
2dh-l id, #ar-l =4,
aparecen a la derecha ) 2df h =4

[17.2044273, 19.7955727]

Intervalo de confianza para [a proporcion de una poblacion N(w, o) con vARriANzA
desconocida

Para muestras grandes el estimador # sigue una Distribucién Normal de parametros

. ( (p-q '
il N | B, 1‘,—”
Si tipificamos la variable
z=-P"P N0 1
P-q
Vn

Para conseguir el intervalo de confianza para la proporcion situamos el estadistico entre dos

valores con un nivel de confianza 1 - a prefijado

5 Vi W
Ip-q

Vou

Si la muestra es grande tomamos como valor aproximado a p el valor.

Despejamos el parametro buscado

|

SNy -
\

el
AN
o>
1
o]
IA
>
=n
el
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- e
o FED e D)
YV on Von
Multiplicamos por -1 y nos queda
- = hos
R W L ) B A Y [
V on V on

Para calcular el valor de A\, necesitamos conocer la distribucién muestral del estadistico, en
este caso

PP ., NO, 1)
Ip-q
‘J I

Y el nivel de confianza prefijado (1 - o)

N, /PINO, D<A, 1=1-«

Nuestro intervalo es

N
A L
p“'i n ! “Y n

ACTIVIDAD 7

En un poblacién con distribucion N(y, o) se toma una muestra de 100 unidades de un deter-
minado producto y se observan 15 defectuosas. Calcular el intervalo de confianza para la
proporcion de unidades defectuosas a un nivel de confianza del 99%.

(@) Resolucién con lapiz, papel y tablas:
La proporcién muestral de productos defectuosos es

P(defectuoso) = 15/100 = 0.15 — q = 0.85
El intervalo para la proporcién viene dada por

f'-ﬁ—':l .
[ﬁ'_}‘n]‘[p n P ’ p+?

pltl

_dﬁ-ﬁ—ﬁf

!

. [0.15-085 . loas-085
{{}.ln-x.“-,k[ ™ .'[]'.I:5~+AM-,||I| ™

El valor de A,
Siendo A,/ PIIN(©, 1)| <N, 1=1-a = P[IN(, 1)] <\,1=0.99

Mérodo |

Como ya vimos antes en el desarrollo del valor absoluto en la distribucion N(O, 1)
PIIN(, 1) <A, 1=1-2-PIN(O, 1) <\, 1=0.99

PIN(O, 1) <\, ] = =::r.9§+1 = 0.995
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Mérodo 1l

.
- -"'-n:r

Operamos el valor absoluto, buscamos en la tabla de la distribucién N(O, 1) y tenemos

090
0,495 0405

PINO, 1) <\, 1=0.995

0.99
2 =0.495

El motivo por el que se pone de drea 0.995
es porque la superficie buscada para N, es

0.5 + 0.495

0.495 + 0.5 =0.995

0,905

Buscamos en la tabla de la N(O, 1) el valor de la variable que tiene como probabilidad 0.975,
por varios métodos (desechamos alguno ya explicado anteriormente):

(a) A través de una opcion directa que tiene la calculadora gréfica:

AC/ON

F5 || F1

F1

Introducimos los valores
que aparecen al margen

2 : MATH HEML st
S'll_'Fl'I' E'ﬁ;l: 5-SH1

SRAFH [DF THEL

Pl Sy

ORI [ERER  [FEGH (TUR
! ' !
o g /M ¥

Juga o fnge ot Ase w
CE

]
L
3

lge i |use 2ot 3fuse w

LT

]
L
3
L]

[EXRIEZE )

earHCaLC RIS THITE 01 STY I

e -
=1

F3

&
I

al

Inveerse H
Tail H
Rres H
¥ H

LmLC

Execule

[UEFT [RICHT fRTR

Inver=a Herpal

L]
Save FosiNore

F1

Invverse Hormal
»=2.97238293

(b) A partir de este momento tenemos que memorizar este nimero, ya que es uno de los niveles

de confianza mas habitualmente utilizados.
(c) Con la ayuda de las tablas de la N(O, 1), buscamos el valor en el que F(\,) = 0.995, “por

dentro” de la tabla.
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P(Z<\,)=0.995
F(\,) = 0.995

=) Tablas interpolando F(2.5758) = 0.995

A\, =2.5758

105



Rosana Alvarez Garcia

y Abel Martin

015085
Vo100

A

1
LA
for ]
I
=

-
3.

[0.15-0.85

25758293 ]

V

[0.05802449, 0.2419755]

(d) A través de una opcién directa que tiene la calculadora gréfica:

MENU

%MHIH HENUWW

F4

uge 1 ]ute 2

fod m
]
L
E
L]

LT LS W

F3

Trabajamos con una

1=Frar ZTntesval
X H

n :
Save FexsiHone

F1

Nuestro estadistico sigue
una distribucién normal, Z

F2

100

Jega i |u-ge 3l 3]s w

TP [P TP TP OEPT &

Juga o fnge 2fuse Ausn w

1=-Frae ZInterval
C—Lewsl 28.99

T .

r :139
Save FesiHone

muestra y buscamos el Exvecuto Introducimos //osjatoshque
intervalo para la media 1-p aparecen ala derecha re
1 =Frar ZIntersyal
Lefl =4.85282449
R Thl‘.fg+ 2‘%19?55
EXE o =%ad [0.05802449, 0.2419755]

Intervalo de confianza para la diferencia de medias

(a) Con varianzas poblaciones conocidas:

Si tenemos dos poblaciones que siguen distribuciones N(p;, o) y N(y,, 0,), con o, y o, cono-
cidas. El estadistico de la diferencia muestral de medias sigue la distribucién

|Gy ﬁ
My =, [+ —

‘|r "

X-Y—>N

M-

Si tipificamos la variable

N(O, 1)

7 C‘.' —}')—Lee. -u.)
I'(T:- | 6_-
Vo, m

El intervalo de confianza a un nivel de confianza prefijado (1 - o) sera

')\OLS (lll._z}.)_('ul_'“'lx;g)\a
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Despejamos el parametro buscado

Para calcular el valor de A\, necesitamos conocer la distribucién muestral del estadistico, en
este caso

A, al nivel de confianza prefijado (1 - o) es:

A, /PINO, D<A, 1=1-«

[(f_r}a,“-":_f#’i_ (Y-Fha,- ’ﬂ+ﬁ
1 - n -

(b) Con varianzas poblaciones desconocidas:

Nuestro intervalo es

Si tenemos dos poblaciones que siguen distribuciones N(y;, o;) y N(y,, ,), con o; y 0,
desconocidas, debemos considerar los dos casos ya vistos al estudiar la distribucion en el
muestreo:

(1) Con varianzas poblacionales desconocidas pero iguales: o, = o, = 0. El estadistico viene
dado por
@ - ?)‘ (1 -up)

'|+ 1 [n1—1)-§f+[n2+1)-§§
n n n+n, -2

Sigue una distribucién t-Student con (n; + n, — 2) grados de libertad.

Ny + Ny -2

El intervalo de confianza a un nivel de confianza prefijado (1 - o) sera

St < @_T)_ﬁi]_“?} — <1,
T, (- 1)-57 + 1, +1)-S2
n n n,+n, —2

Despejamos el pardmetro buscado

22 2 22 22
LT /ﬁh—I}.51 0D o< Ta T /ﬁh—l}.5] t,-1).82
< ymyong n,+n, -2 “ym ony § n,+n, -2
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I— [{”1_1 5 +, - 1)5 <X-Y)- (W - 1) <y, ‘Jn— [{ﬂ|—1 5 +hz—1)5? “X-V)

‘hn1 \ M +n, -2 ! M +n, -2

Multiplicamos por (- 1) y nos queda

T I— [{n,-1 R R S <XVt 1, [(ﬂ] }S7 +6,-1) 87
m ‘h

My +ny -2 m My +ny -2

Para calcular el valor de N\, necesitamos conocer la distribucion muestral del estadistico, en

este caso
@_?)‘ﬁ-ﬁ_u?}
T, 1 [6-1)8f+6,+1)82
non

n+n, -2

-2

-t

nl n2

t, al nivel de confianza prefijado (1 - o) es
Siendot,, ji+m-2/P(|tyy+m-2]<t)=1-a

Nuestro intervalo es

{ ‘r’)—t || Jffh —1]5-:-:?&}22 1)- 52 ‘l‘};—t || J{r’q—'l]n?i:?{nfz 1). 52

=~ NOTA: en la calculadora grafica la homecedasticidad debe indicarse por lo que

se activa la opcion "Pooled” (ON); se dice que el agrupamiento se encuentra "en
efecto”.

(2) Con varianzas poblacionales desconocidas y distintas: o, # 0, # 0. El estadistico viene

dado por
ﬁ__]'_)_ (412
st 8
.”| H:

Sigue una distribucién t-Student con f grados de libertad.

El intervalo de confianza en el mismo que en el caso anterior. Cambian los grados de libertad,
que se calculan utilizando la aproximacion de Welch, tomando el valor entero mas préximo
al resultado obtenido

m+1 n, +1

t, al nivel de confianza prefijado (1 - o) es

Siendo t, ¢/ P(|ti|< t) =1 -«
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Nuestro intervalo es

.l—
(1" =r }-f“- ll_"'l_ (1" -r }H'f.: .|_+'

] s 1=

@Q-ﬁ-‘a NOTA: en la calculadora gréfica se dice que el agrupamiento NO se encuentra "en
efecto” por lo que se desactiva la opcién "Pooled" (OFF). Para calcular los grados
de libertad utiliza otro tipo de aproximacién y es capaz de manejar un ndimero de
grados de libertad "no enteros”, por lo que los limites del intervalo no salen exac-
tamente iguales a los obtenidos con lapiz y papel.

ACTIVIDAD 4

En el estudio de la edad media en el comienzo de la reproduccién de una determinada espe-
cie, se han considerado dos series procedentes de diferentes cruces genéticos con 7 y 8 indi-
viduos respectivamente, obteniéndose:

Serie | x=7.514 S; =0.657
Serie Il X=7.5 S, =0.5744

Supuesto que la variable en estudio sigue una distribucién normal, determina el intervalo de
confianza al 99% para:

- La diferencia de medias poblacionales si las varianzas poblacionales son respectivamente
0.51%y 0.33%

- La diferencia de medias poblacionales si las varianzas poblacionales son desconocidas e
iguales.

- La diferencia de medias poblacionales si las varianzas poblacionales son desconocidas y
distintas.

(a) Resolucién con lapiz, papel y tablas:

Intervalo de confianza para la diferencia de medias con varianzas poblacionales conocidas.
El intervalo es

[ne® aa232 P
[{?.514—?.5)—} ,‘IJGSI G332 , (7.514-7.5)+ 1, - I‘JJG?-F ﬂr.:r‘;32

Siendo A,/ P[I[NO, )| <N, 1=1-a
PIIN(, 1)] <A, 1=0.99

e

\, = 2.5758

El intervalo es

8

0517 0.33%°
+

=
51° 0,337
{'514— 5)-2.5758293- = (9oL, 03

. (7.514-7.5)+2.5758293-

El intervalo para la diferencia de medias en una poblacional con varianzas poblacionales
conocidas

[- 0.5663889, 0.59438894]
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(b) A través de una opcién directa que tiene la calculadora gréfica:

lusge o fute 2fuise 3fusn w
2L

2 ]
MENU 2
Opcién CNTR s

TP P TP TP OEP T &

lge i |use 2ot 3fuse w Juga o fnge 2fuse Ausn w

sce F1 sce
F4 H :
3 Nuestro estadistico sigue 3

una distribucién normal Z T

F=Zarple Flnlarwsl ZF=Zarple Flnlarwsl
F3 W F2 H
C=Lawel O, C=Lawel H,
) 1 i1 ) » a1 i1
Trabajamos con dos Ez el H E 0l Seleccionamos la opcion -:_LI’: :é
1= iLis . x i
) muestras y buscamqs el Ciafiah [izke L Var, conocemos los nl 6 n
intervalo para la media 2-s Lt [Lrar parémetrog muestrales L5t [Lral
Z=Sarrle ZInlepwsl Z=Sanrle ZInteryst Z=ftarele Zinteryval
Dala iUariable =l iT.514 ¥ Lefl =-0.J663583
EXE C=lgwgl fgqgﬁ' nl T Efl'ihl='§-g?4433'?4
3 g 2o EXE[Z Ir:3M
. H i) H x Sia
Introducimos los datos - 277814 S3va Boc-Hong -
que aparecen a la derecha | nl L e n? =3
LhY

[- 0.5663889, 0.59438894]
(c) Resolucién con lapiz, papel y tablas:

Intervalo de confianza para la diferencia de medias con varianzas poblacionales desconocidas
pero iguales.

Nuestro intervalo es
| |. :;.'l '_?_

€-V)t, |+ T |6-DS7 4k, -1)-S]
S m n, \ n,+n, -2

|I.‘}11 11'-5;1?”!1/ 135.-2' G(—Y}"l . II1 +
i 1i|n1

3
n, ‘||| My +n, -2

Las cuasivarianzas muestrales son

Serie I: §7 = n? 7 $%=7/6-0.657> = 0.50359 — 5, = 0.7096
Serie II: §3 = n? : §%=8/7 :0.5744% = 0.37706 — §. = 0.6141
Sustituimos
(7.514-7.5)-t. \f; . ; .Y'B-D.soira-j:a;:fzo.z??ce_ (70514-7.5}+t. 1,‘; _; 1'"6-3.503?5?;}?20.3??06_

Siendot,, jy+ -2/ P(| tyy +p-2]<t)=1-a
P(|t,s|< t,) = 0.99
Buscamos en la tabla t-Student y obtenemos t,

t, =3.012
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. i1 [6:050359+7.037706 11 [6:0.50359:7-037706
[(F.214-7. 2012, -+ F0514-7.5)+3.012 -
7-514-73)-3012 5+ 5y 7182 » (OS14-7.50+3012 7457y 7+8-2

El intervalo para la diferencia de medias en una poblacién con varianzas poblacionales des-
conocidas e iguales es:
[-1.014679181, 1.042679181]

(d) A través de una opcién directa que tiene la calculadora grafica:

lge o ]use et At w uga o fnge 2fuse Auisn w
E0T oy
, F4 :
MENU|| 2 H H
= Opcion CNTR =
TP 9 TP TP R | = J & J
[MEENILELE] [P J I 2=faple Llinlerwal
T F2
F2 ' prlevel E g
‘; Trabajamos con dos muestras| % I gl =210 14
Nuestro estadistico sigue : /i I A )
una distribucién t-Student y buscamos el intervalo para z2 IT.5 4
M= s la media 2-s [zt [rar
Seleccionamos la opcién Var, %;Egmﬂ‘?: hgﬂ';gm’gl %Eﬁawle= %EELE"“"E'I
conocemos los estadisticos TLGWI 5?1 g?i'q ®».® ':%lﬁn-- fgq 6141
muestrales. Introducimos 10s | Zigm-1 2. TE9E Bagled I0n
datos que aparecen a ol ;;_ = (Pooled: On) Zave Fos:Hora
la derecha LT
Z=Sample LInlepwsl 2=Zarrle LInlepwesl
Lefl =-1.8147795% 22 =T.
§}9h1=%;942??926 }:?gmﬁ +€?g?
= r-1=id,
EXE £l =7.Si4 ®.® SEdma=h . E5A80E5T
a2z =T.93 nl =T
2l dn-1=8, YE36 d n2 =g

[-1.0147793, 1.04277926]
(e) Resolucién con lapiz, papel y tablas:

Intervalo de confianza para la diferencia de medias con varianzas poblacionales desconocidas
y distintas.

(== o -
R - R
Nuestro intervalo es (\' ﬁ'} [ '11.:—”_ b= ("‘ I } o —+—

11.' iy M-

Las cuasivarianzas muestrales, ya calculadas en el apartado anterior son

Serie I: §7 = h? 7 $%=7/6-0.657> = 0.50359 > &, = 0.7096
Serie Il: % = n? : % =8/7-0.5744* = 0.37706 > 5. = 0.6141
Sustituimos
(7.514-7.5)-t. [0.5036, 0377 (7514.7.5)st. . 10.5036, 0377

Vo7 8 V7 8

Siendo t, ¢/ P(Jti|<t,) =1-«
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Calculamos los grados de libertad por la aproximacién de Welch

~ 2 s
[S_1+5_2J {6.5[}36+ 0.3??}2
f= 2 f= 7-13.86~ 14

= 7 8

[S:i? ]2 [535" ]2 [0.5035]2 [ID.E??)Z

m|on 7 8

n n

N . ’) 5 + :
m+1  n+1
Buscamos en la tabla t-Student y obtenemos ¢,
P(|t13|< ta) =0.99
t,=2.977
f ; -
{{?_5 14-7.5)-2977- D'5E3E+ ‘13;;’ 7 (7.514-75)+2977. .‘,'10'5;}3& 0,38??

El intervalo para la diferencia de medias en una poblacional con varianzas poblacionales des-
conocidas y distintas es:

[- 1.01327, 1.041276]

(f) A través de una opcion directa que tiene la calculadora gréfica:

DATOS (Pooled: Off) RESULTADOS

Z=Samrle LInlepwsl 2=Samrle LInlerwsl Z=Samrle LInlopwsl 2=Sarrle LInlepwesl
Rl gt Be. e 7 ENGlgmm o nan

- -4 FE Lol ] P =k =14

gyl 1239, g ig R P TES T sToma=d T03e
=1dn-1 IH. TEPE Pooled 20f1 =l =T7.514 2rdn-imB.el4 1

ril 3T Save Fos: Mo a2 =T.93 nl =T
- T xldn-1=8, YB35 L | m2 =2

{mLC

[- 1.039755, 1.0677554]

Nota: observamos que nos devuelve 12.017 grados de libertad.

ACTIVIDADES DE CONSOLIDACION

1. A partir de una muestra de tamano 10 se obtuvo el intervalo (3, 4.5) con confianza 0.95
para la media p de una poblaciéon normal. ;Cual es la probabilidad de que el parametro p
esté en ese intervalo?

2. Dados dos intervalos de confianza I1, 12, al nivel 0.95 para la media de una poblacion
normal con varianza conocida. jPueden tener distinta amplitud en funcién del tamafo
muestral?. Justificar la respuesta.

3. Una enfermedad hereditaria puede desarrollarse en los individuos a distintas edades. La
enfermedad puede ser producida por dos genes A y B indistintamente, cuya presencia se
manifiesta cuando aparece la enfermedad. Se sabe que la edad de aparicion de la enferme-
dad es una v.a. con media p y varianza o cuando es producida por A.

(a) Hallar un intervalo de confianza con o = 0.95 para p utilizando una muestra aleatoria
simple de tamafo 20 a partir de X, suponiendo que la varianza es 9. ;y para n = 36?
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4. Una caracteristica de una poblacién sigue una distribucién normal N(p, V240). Si se extrae
una muestra aleatoria simple de tamafio 100, jcudl es el coeficiente de confianza del inter-
valo (23, 28) obtenido para la media p si la media muestral es 25.5?

PROPUESTAS DE ACTIVIDADES INDAGATORIAS TIPO TEST

1. Cuando se ha obtenido la muestra, los limites del intervalo son:

|| Puntos fijos que contienen el pardmetro.

|| Puntos aleatorios que contienen el parametro.

|| Puntos fijos que pueden o no contener el parametro.

|| Puntos aleatorios que pueden o no contener el pardmetro.
|| Ninguna es verdadera.

2. El tamaiio de una muestra no esta determinado por:

|| La amplitud del intervalo de confianza.

| ] La media aritmética.

[ ] El nivel de confianza.

[ ] La varianza en caso de variables cuantitativas.

|| La proporcién en caso de variables que siguen distribucién binomial.

3. Si una variable que se distribuye normalmente presenta una media de 100 y una desviacién
estandar de 10. ;Cual es la probabilidad de encontrar un sujeto en el intervalo 80-120?

[]95%

[ ] 65%

| No se puede calcular.
[ ] 78.6%

[ ] 68.7%

4. La utilizacion de estadisticos como medida aproximada de los parametros es un proceso de:
[ ] Randomizacion.
[ ] Estimacién.
[ ] Cuantificacion.
|| Agrupamiento.
| Ninguno.

5. Si aumentamos el intervalo de confianza en una estimacion de una media, ;qué ocurre con
la seguridad?

[ ] Aumenta.

|| Disminuye.
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[ ] No se modifica.
[ ] Puede aumentar o disminuir.
__| Depende del tipo de variable.

6. En lo referente al tamaino de una muestra es cierto que:

|| El tamano no influye en el resultado del estudio.

|| Una muestra del 19.6% de la poblacion es suficiente en todos los casos.
|| Cada experimento tiene su tamano idéneo.

|| Depende fundamentalmente de la media de la variable en estudio.

[ ] Todas son ciertas.

7. En una muestra de 100 pacientes se ha observado un tiempo medio de supervivencia de 36
meses, con un error estandar de la media de 4 meses. ;Cual de las siguientes afirmaciones es
correcta?

|| EI 95% de los sujetos sobrevivieron entre 32 y 40 meses.
|| El 95% de los sujetos sobrevivieron entre 28 y 44 meses.

|| Se tiene un 95% de confianza de que el verdadero tiempo medio de supervivencia se
sitte entre 32 y 40 meses.

|| Se tiene un 95% de confianza de que el verdadero tiempo medio de supervivencia se
sitGe entre 28 y 44 meses.

|| El tamafio de la muestra es insuficiente para estimar el tiempo medio de supervivencia.

Para ampliar: www.aulamatematica.com
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