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Introduccion

La clase de matematica moderna en la escuela o en la Universidad es hoy en dia
inconcebible sin la presencia de medios electrdnicos de calculo.

Aunque a menudo se trata de los contenidos académicos clasicos con los que ya las
antiguas generaciones de alumnos escolares y universitarios debieron lidiar, la
representacion y adquisicion de conocimientos sobre aquellos temas matematicos se
encuentran sujetos a un cambio y participan de las necesidades de nuestro tiempo:

Se pide resolver tareas mas exigentes, las cuales no son ya realizables sélo con papel y
lapiz.

La calculadora grafica de bolsillo ClassPad 300 ha tenido en el wltimo afio' una difusion
creciente en el &mbito escolar y su uso esta permitido, en tanto que aparato electronico
de calculo moderno, en los examenes. Los estudiantes de hoy en dia conocen la regla de
calculo sélo a través de las explicaciones de sus padres.

Con el presente libro se pretende una aproximacion al anteriormente formulado nivel de
exigencia en una clase moderna de matematicas sugiriendo tareas de clase con el
objetivo de introducir la ClassPad 300.

El libro esta dirigido ante todo a los profesores y profesoras de matematicas, que podran
encontrar en cada uno de los ejercicios sugerencias metodoldgicas sobre como las
antiguas tareas de papel y 1apiz pueden ser ampliadas a tareas de calculadora sin por ello
descuidar el efecto sorpresa. Antes al contrario, mediante el uso de la calculadora
grafica de bolsillo se pueden transmitir mejor determinados contenidos matematicos, de
manera que algunos alumnos, a los que hasta el momento las matematicas les resultaba
una asignatura dificil, veran nacer en ellos un entusiasmo inédito por esta materia.

Naturalmente, el presente libro se dirige también a aquellos estudiosos de las
matematicas e interesados que deseen encontrar nuevos estimulos a través del uso de la
ClassPad 300 o modelos similares de calculadoras de bolsillo.

Son precisos conocimientos basicos previos sobre el manejo de la ClassPad 300 o de un
modelo similar de calculadora de bolsillo.

El lector encontrarda en los 15 capitulos del libro, los cuales pueden leerse
independientemente uno de otro, ejercicios de clase comprobados sobre diversos temas
matematicos, correspondientes a las programaciones de los Ciclos Formativos o del
Bachillerato. Algunas aplicaciones alcanzan el nivel de Escuela Técnica Superior,
resultando especialmente interesantes a los alumnos de primeros cursos universitarios.

La clasificaciéon de contenidos en los 5 primeros capitulos comprende temas de Algebra
y comienza con el analisis de sistemas de ecuaciones lineales, que pueden tener una,
varias o ninguna solucién. Aqui la Calculadora de bolsillo se convierte ya en una ayuda
de gran utilidad si el sistema de ecuaciones contiene variables simbdlicas (parametros).
A continuacién vienen capitulos sobre el calculo de vectores en R%, R* y R". El capitulo
5 presenta una introduccién a los numeros complejos mediante la ClassPad 300.

En cada capitulo el lector encuentra valiosas “Pistas para iniciados”, que deberian
permitir allanar algunos problemas aparentes o bien sefialar las ventajas de la utilizacion
de la calculadora y explicar la base matematica.
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Los capitulos que siguen, desde el 6 hasta el 8, se refieren a la representacion grafica en
R? 0 R*y tratan en particular la discusion de curvas. Aqui el lector interesado aprendera
algunas cosas nuevas sobre ventanas de observacidon en escala logaritmica,
configurables con la ClassPad 300 por primera vez. Mas adelante se explica a través de
ejemplos sencillos cdémo pueden generarse graficos producidos al azar (Trayectorias de
un suceso estocastico).

Los capitulos 9 y 10 se dedican al célculo simbdlico. Aqui encontrara el lector Pistas
para Iniciados que van desde el calculo integral o la descomposicién de fracciones
parciales hasta la utilizacion de nuevas instrucciones de la calculadora de bolsillo para
sucesiones numeéricas y secuencias de sumas parciales con caracter polindmico. Todo
ello va mucho mas alld de las sucesiones aritméticas o geométricas conocidas hasta
ahora.

El capitulo 11 se inscribe en el moderno campo del célculo de probabilidades y de la
estadistica matematica, los cuales estan alcanzando una presencia cada vez mayor en los
curricula de los cursos superiores. Aqui el lector aprende algunas técnicas sobre
simulacion y evaluacion de datos, y los fundamentos de la teoria de la probabilidad. Por
medio del juego de azar ‘Dos cabras y un coche’ sera introducido de manera facil y
clara en la problematica. De paso también se explicard la programacion de la
calculadora de bolsillo.

Los tultimos cuatro capitulos se ocupan de modelos matematicos sencillos aplicados a la
Tecnologia, los cuales pueden ser descritos con ayuda de ecuaciones diferenciales o
bien remitirse a las Series de Fourier. A través de ejemplos muy ilustrativos el lector va
descubriendo el manejo de la ClassPad 300, pudiendo avanzar sorprendentemente.

El atractivo especial de este libro radica en ofrecer, como complemento de la clase de
Matematicas actual, la presentacioén de otros caminos hacia el conocimiento matematico.
Aquél que no se da por satisfecho con la clase de Matematicas convencional y desea
profundizar en determinados temas de manera auténoma hallara aqui valiosos estimulos.

Texto e imagenes han sido realizados en base a la version actual del producto
01.24.0000 de la ClassPad 300 con el maximo cuidado. Las sugerencias y propuestas
que puedan surgir durante el trabajo con este libro seran siempre bienvenidas por la
filial de Alemania de CASIO Europa SL, asi como por el editor y el autor. No se
asumira ninguna responsabilidad legal por eventuales errores contenidos en el libro.

Este trabajo tiene todos los derechos reservados. Lo anterior atafie también a la
traduccion y la reproduccion o la distribucion mediante sistemas electronicos, asi como
a la reproduccion con propositos educativos sin autorizacion escrita por parte de CASIO
Europa SL.

Dresde, Mayo 2004
Dr. Ludwig Paditz, Catedratico de Ciencias
Direccion de contacto del autor:

Hochschule fiir Technik und Wirtschaft (FH)
FB Informatik/Mathematik
Friedrich-List-Platz 1

D-01069 Dresden

paditz@informatik.htw-dresden.de
http://www.informatik.htw-dresden.de/~paditz/
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Solucion de sistemas de ecuaciones lineales
(con matriz de coeficientes regular o singular)

(Como se encuentra con ayuda de las ordenes ref(...)/rref(...) la soluciéon
(no) exacta de un sistema de ecuaciones lineales?

1.1 Ejemplo introductorio a la notacion elemental y de
matrices

x+2y+3z=4 1 2 3| |x| |4
2x+3y+4z=1;1e. Axw—-b=|2 3 4|x|y|-|1[=0 (Vector cero)
3x+4y+tz=2 3 4t b4 2

La matriz A esta limitada por corchetes ([ ]), y en el menu de la aplicaciéon

Voo,
principal (Principal: pulsar sobre rrcest 0 E) es introducida por filas. Asi los
elementos de una linea se colocan igualmente entre corchetes y se introducen
uno tras otro (separados por comas). La entrada

[[1,2,3][2,3,4][3,4,t] ]| = 4 EXE

produce la visualizacion (display) adyacente:

Primero es registrada la linea de entrada; a continuacidn, la reaccidon de la
calculadora: la linea de respuesta (“Answer”, variable de sistema ans).

Pista para iniciados

Utilice la comoda entrada de matrices y vectores en el ClassPad con ayuda
del teclado virtual. En el menu abierto de la aplicacion principal (Principal)

se abre el teclado virtual (presionar tecla ) y se pulsa [ZC_]. Después se

pasa pagina con H y se pulsa dos veces sobre [E E]. En la ventana de entrada
del menu de la aplicacion principal se abre asi el correspondiente campo de
entrada-2D con marcadores de posicion. jPruebe usted! La instruccidon de
almacenamiento = se encuentra inmediatamente bajo el simbolo 2D en el
teclado virtual (en el menu abierto 2D asi como en el ment mth)

|[ " Edit Accidén Interactivo

] ]
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|| % Edit Accidn Interactivo

N R R | :
4 -,

Algeb Estiéndar Real Rad gm]

1.2 Ejemplo introductorio en la notacién elemental y de
vectores.

xX+2y+3z=4
2x+3y+4z=1 e xxﬁ+yx§+zxa§—lxl3=6
3x+4y+tz=2
1 2 3 4 X
Signiﬁcanzﬁ= 2 ,ﬁ= 3 ,a_.’;= 4|y b=|1]asicomo w= y
3 4 t 2 z

De nuevo se usa la cdmoda entrada de matrices y vectores en la Classpad 300
con ayuda del teclado virtual. En el menu abierto de la aplicacion principal

(Principal) se abre el teclado virtual (tecla) y se pulsa[ZE 1. Después

se pasa pagina con Ey se pulsa [E] dos veces. En la ventana de entrada del
menu de la aplicacion principal se abre asi el correspondiente campo de
entrada-2D con simbolos de substitucion. En la imagen adyacente ha tenido
lugar ya la entrada.

Pista para iniciado

En caso de que durante la utilizacion (almacenamiento) de variables
simbodlicas se produzcan como resultado mensajes de error o lineas de
respuesta incorrectas, se tratard, por lo general, de una variable simbolica que
ya esta siendo utilizada, a la que se ha asignado un valor. En ese caso deberia
abrirse el Administrador de Variables y buscarse en el archivo actual entradas
ya existentes. Ahi puede borrarse una variable en caso de que contenga un
valor mas antiguo. Una variable que en el archivo actual no tiene ninguna
asignacion no ha recibido, por consiguiente, ninguna entrada de valores y
puede ser utilizada para nuevos valores simbolicos.

Para acceder al Administrador de Variables hay que situarse sobre el icono
™~ arriba a la izquierda de la pantalla, y pulsar sobre Preferencias. La
carpeta actual para el almacenamiento de de variables definidas es
configurada al principio de un célculo a través del Adm. de Variables, o bien
a través del menu “Formato basico”, en el cual igualmente hay que situarse
sobre el icono ™ arriba a la izquierda, y entonces pulsar sobre Preferencias,
Configuracion.

|[ % Edit Accidn Interactivo kd Edit Accién Interactivo Adm. de wvariable .
_ e ET T Confi i 3 i . fqe
] of| [[HEES [anfisuracien r‘;:; Toda El vector simbdlico w
—— HAdm. de wariable i
2] 2| [FEEnet Forma de ventanar Eambiar nombre no puede ser creado ya
— 1 . .
ERROR! ? Elover o que la primera variable
1 . - Lesbloguear — .
Tipo de argumento — = O de w ya ha sido
Erranen x . .
,.];.w = asignada como variable
L= - 0 de LISTA. Por lo tanto x
x
* O debe ser borrada.
W b O
z L= o
C1.2,30a L1y 3iva [}
11,2,3% _ f1,2,3}
x » e
3 [F 3 |ud
= kd L&
Algeb E=stindar Feal Fad gm] Alasb Estandar Feal Fad gm] Algeb Estandar Feal Fad gm] |




En notacidn vectorial, el sistema lineal de ecuaciones, que adqulere la forma

xxa1+y><a2+z><a3 b es decir xxa1+y><a2+z><a3 1xb=0
implica una combinacidn lineal de vectores, en el Gltimo caso una combinacion
lineal (no trivial) del vector cero.
En todas las representaciones, t es un coeficiente desconocido (es decir un
parametro del sistema de ecuacmnes)

Construimos ahora los términos Axw—b o xxal+ y X a2 + X a3—b para
convencernos de la igualdad, o, para ser precisos, de la diferencia de ambos
términos para conservar el vector cero.

Asi hemos probado la igualdad de las distintas notaciones.

1.3 Sistemas de ecuaciones equivalentes.

Los sistemas de ecuaciones equivalentes se originan a través de
transformaciones elementales, tal como la multiplicaciéon de una ecuacidn por
un numero, por ejemplo:

(x+2y+37=4)-2 da 2x+4y+67=8,
o la suma de una ecuacion multiplicada (por un escalar) a otra ecuacidn (por
ejemplo, el doble de la primera ecuacion substraerlo posteriormente de la
segunda ecuacioén y utilizar el resultado como nueva segunda ecuacion):

(2x+3y+4z=1)-2x(x+2y+3z=4) da Ox—-1y—-2z=-7.

En lugar de multiplicacion aqui hay también division (jjj divisor diferente de
cero!!!) y en lugar de adicidén también se admite substraccion. Los sistemas de
ecuaciones equivalentes poseen el mismo comportamiento de soluciones (véase
la casilla situada mas adelante con 1%, 2* y 3*) y (en caso de que sea resoluble)
las mismas soluciones.

Este método es utilizado, por ejemplo, en el Algoritmo de Gauss, el cual finaliza
con un sistema de ecuaciones equivalente en forma escalonada, como muestran
las siguientes transformaciones (con t = 1) (véanse los campos numéricos
groseramente delimitados de la pagina siguiente).

Hay tres posibilidades de comportamiento de soluciones del sistema de
ecuaciones:

1* El sistema de ecuaciones tiene solucion tinica si y sélo si hay nimeros x,p,z
X
y

z
sistema de ecuaciones resulta satisfecho. Sistema Compatible Determinado.

de manera unica, es decir un vector solucion w = , de manera que el

2* El sistema de ecuaciones es irresoluble si y so6lo si contiene una

contradiccion, es decir, si no hay ningun vector w con nimeros adecuados
X, y, 2. Sistema Incompatible.

3* El sistema de ecuaciones tiene solucion miultiple si y sélo si hay infinitos
vectores. Sistema Compatible Indeterminado.

|[ % Edit Accidn Interactivo

= ] P |

i
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3 4 1 2
2 3 4 1
1 2 3 4
1| 4/3 1/3 | 2/3
1| 372 | 42 1/2
1 2 3 4
1| 4/3 1/3 | 2/3
0| 1/6 | 5/3 | -1/6
0| 2/3 | &3 | 10/3
1| 4/3 1/3 | 2/3
0| 2/3 | &3 | 10/3
0| 1/6 | 5/3 | -1/6
1| 4/3 1/3 | 2/3
0 1 4 5
0 1 10 -1
1| 4/3 1/3 | 2/3
0 1 4 5
0 0 6 -6
1| 4/3 1/3 | 2/3
0 1 4 5
0 0 1 -1
x+4/3-y+1/3-z=2/3
yt+4z=>5
z=-1
2 z=-1, y=9, x=-11

1.4 Transformacion del Sistema de Ecuaciones con el
Algoritmo de Gauss.

Los elementos de la matriz A y de la columna b son combinados en la matriz

ampliada [A,B] con tres filas y cuatro columnas usandose la orden augment(...):

augment([[1, 2, 3] [2, 3, 4] [3, 4, 1]], trn(|4, 1, 2]))= B @

La matriz ampliada [A,B] puede, con ayuda de las ordenes ref(...) o bien

rref(...), ser transformada en la forma escalonada reducida por filas (row
reduced echelon form). Cada una de estas matrices ampliadas no es otra cosa
que la representacion tabular de algln sistema de ecuaciones equivalente.

Para los no iniciados en este método, a continuacion viene una aclaracion,
perfectamente comprensible, de los pasos de transformacion desencadenados por
estas ordenes a la luz de nuestro ejemplo con t = 1 (quien lo desee puede
comprobar mentalmente todo sin calculadora).

1. Las filas son reordenadas segtin los valores absolutos de a;;, de manera
que el mayor valor absoluto ocupa la posicidn ay; (permutacion de pivote).
(Las filas que empiezan por 0 aparecen al final).

2. Los elementos de la linea i son divididos entre a;; (siempre y cuando a;; #
0, de manera que en la primera columna sélo queden unos (las filas que
empiezan por 0 aparecen al final).

3. De todos los elementos de las filas 2 hasta n se substrae el elemento de la
linea 1 que alli se encuentre, de manera que en las posiciones 2 hasta n de
la primera columna haya ceros.

4. Las filas 2 hasta n son ordenadas ahora segun las cantidades del elemento
actual a;, .

5. Los elementos de esas filas se dividen ahora entre a; (siempre y cuando sea
a;; # 0), de manera que en las posiciones a;; (1=2 hastan) de la segunda
columna so6lo haya unos (siempre y cuando a;; # 0).

6. Para las filas que aln resten (en este caso una) se seguird con €ste método
los correspondientes pasos 3., 4. y 5. hasta que en todas las posiciones de
las diagonales principales de la matriz A s6lo haya unos, y a izquierda sé6lo
ceros.

7. A esta forma de [A,B] se le llama “forma escalonada por filas”. Se la

conoce como el “sistema de ecuaciones escalonado” -de acuerdo con el
sistema de salida- que puede ser resuelto con facilidad mediante
“desenrollado” (calculo inverso).

8. La “forma escalonada por filas” es escrita ahora de nuevo como sistema de
ecuaciones escalonado (equivalente) y se resuelve sustituyendo hacia atrés.



Con la orden ref(...) se puede construir directamente esta forma escalonada,
mientras que la orden swap(...) intercambia la primera y la tercera linea. El
resultado mostrado no corresponde exactamente (2* linea) al calculo manual, ya
que éste no sigue necesariamente la programacion del software. La matriz
ampliada mostrada, sin embargo, representa igualmente un sistema de
ecuaciones equivalente.

En la forma escalonada reducida rref(...) se ejecuta también el “desenrollado”
(el “calculo inverso”):

A continuacion, en lugar de la matriz or1g1na1 A, aparece la matriz unitaria
(matriz identidad) I, y ahora el vector solucién w garantiza los elementos de b.

En las siguientes imagenes fue resuelto el caso para t = 1 en el Administrador de
variables, con lo cual se consigue una solucion dependiente de t (t # 5):
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|| % Edit Accidn Interactivo
S el P | B
13t -
Swap taugrent Ay bia 1,32
241 2
|:2 241
123 4
reflansl
-
3 03 3
61 18 -
Ba 1 -1]
rrefians
1 88 -11
|:Ei 189
B A1 -1
[n]
Algeb Estiéndar Real Rad gm]

[ % Edit Accién Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accién Interactiva
EN | | e | PEalEEE I 2
& & I =T Jla [T =z = a1~ [1 23 4]
Frcwi—b-Caral+yraleaiad b reflans? refiansy
@ N 2 4L z ]
8 3 2 3 I 3 I
g B 1 -2et+lZ -1 @ 1 -2et+lz -1
Swap Caugrment Ay b s 1,32 4 4
24 t 2 Ba 1 - BAE 1 =
2341 rreflansy rreflans)
1 23 4] [ T, G- (2-t-12 T, 4=[2-t-12)
refians? _ Laa _4'[§+ 3 . _4'[§+ 3 ]+2
1 i r 2 t-5 -5
3 3 3 4:(2at-12) r M. d4e(2-t-12)
B 1 —Zer+lZ -1 Ble = 1 P !
4 4 4
Ba 1 — — —
-5 | _El B 1 s 1 s ]
rrefians2l O
Algeb E=stindar Feal Fad gm] Algeb E=stindar Feal Fad g Alasb Estandar Feal Fad gm]

En el resultado de estas ordenes de la forma diagonal (d6rdenes de
transformacion) se obtiene asi de nuevo una matriz ampliada, que contiene los
coeficientes y el lado derecho de un sistema equivalente y que, a la inversa,
puede ser asignada asimismo de nuevo a las diferentes notaciones del sistema.
Asi resultan utiles los ceros originados, y se puede identificar y escribir
inmediatamente la solucion (el comportamiento de soluciones con arreglo a las
anteriormente citadas proposiciones 1* a 3%): en el caso de que t # 5 hay una
solucidn Unica; en caso contrario la solucidon no es unica (o sea tiene infinitas o
no existe ninguna).

La siguiente imagen muestra primeramente la |[¥ Edit hccidn Interactive

|[ % Edit Accidn Interactivo

simplificacion (orden simplify(...)) de la solucion |Ealfg[E ]+ i

O e | 2

.. : =
unica dependiente de t (t # 5). rrefiansy 7 tedn
_4.[£+M] B1e
= = -
A . ., d 1 d ., 4 P +2 i
continuaciéon se produce una clara contradiccion ( ; B8l
i1 . . . 4 de(2.t-12 -
en la dltima linea de la matriz ampliada en el caso |2 — % -1 St
t =5 (véase mas arriba en el llamado caso2, pag. 9): ) 45 refe augment A, b )
. ., =implifyans? b23a4
0x + Oy + 0z = 1, es decir no hay solucion. —2.(5-t-27) @1z
188 — = 6@ a 1
i . 2et—d43 rrefans
Este método (Algoritmo de Gauss, orden ref(...), 818 ——= 18-18
orden rref(...)) es universal y funciona siempre, a8 1 t‘_‘r_ﬁ 3 é S ?
incluso con matrices de coeficientes A no cuadradas || b

Algeb Estindar Real Rad qm

Algeb Esténdar Real Rad qml
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[ ™ Edit Accidn Interactivo

B

Y ] [

La

@
1231
Fefl|2 2 4 1
3451
12321
rref(|2 3 4 1
2451

0

HAlgeb Est&ndar Feal Fad qm

(rectangulares) o bien matrices A cuadradas no regulares, donde falla la regla de
Cramer (ya que no es posible la representacion de determinantes para los
numeros buscados en el vector solucion). Este método también es aplicable a
matrices (ampliadas) con parametros.

Como ya se ha mencionado anteriormente, la matriz ampliada B = [A, B] =

N ——

[al,a2,a3,b | es producida mediante la orden de aumento (“orden de adicién”),

pudiendo utilizarse esta orden secuencialmente: _J_
augment([[1, 2, 3] [2, 3, 4] [3, 4, 1]], trn(|4, 1,2])) => B EXE

es decir,

augment(al, augment(a2, augment(a3, b))) = B ‘\:)

Finalmente consideremos el sistema de salida con t = 5 y un nuevo lado negativo

—

b = trn([1, 1, 1]) = [1, 1, 1]". Ahora desaparece la contradiccion en la matriz
resultante de la orden ref(...) asi como rref(...) por la aparicién de una linea
completa de ceros:

0x + Oy + 0z = 0, es decir, quedan s6lo dos filas disponibles para la lectura de la
solucion (maultiple) (ya que la consistente linea de ceros cumple con cualquier
solucion):

Ix+0y—-1z=-1y Ox+1y+2z=1.

Con z = s (s cualquier nimero real) se sigue de estas dos filas:

x=-1+s,y=1-2s y (como ya ha quedado establecido) z = s, es decir el
vector solucion es

X s—1 1 -1
w=|yl=|-2s+1|=sx|-2[+| 1|, seIR

z s 1 0

La libre eleccion del parametro s significa la representacion de infinitos vectores
solucion del sistema de salida (soluciones); véase el caso 3 anteriormente citado
en la pagina 9.

En el caso de una matriz regular A (t # 5) resultan posibles otras vias de
solucion a través de:
« laregla de Cramer (calculo de determinantes con det(A) = 0)

. lamatrizinversa A™: w= A" xb (siempre que exista A"
« laorden solve(...) de la ClassPad:
solve(fx +2y+3z=4,2x+3y+4z=1,3x+ 4y + tz =2}, {x,, 2})

[| % Edit Accidn Interactivo || ¥ Edit Accidn Interactivo | % Edit Accidn Interactivo || ¥ Edit Accidn Interactivo
= ] R | ¥ = ] | ¥ = el R | ¥ = ] P
43 t-5 t-5 t-5 " t-5 t-5 t-5 T t-5

deti| 1 3 4 |hidetiArz= A*—1xbFuw -4 t-9  4.(2-t-12) -4 t-9  4.(2-t-12)
2 4t [ 2 _4:(3-t-18) 2-t-12 5 5 5 5 5 t-5 '
= 18- t-54) t-3 t-5 t-5 4 4
-~ -5 —4 =8 4-(2-1-12) | t-5 | t-5
143 -5 13 t- simplifyd ans W simplify( ans #d _
deto] 2 1 4 |2 detcArzy 4 —2-[5-£-27) —2:[5-t=27]
|2 2 t ] Lt-5 t-5 t-5
Tot—43 simplifyans) =W Tet-d47 e p—43
t-5 -2 (5. t—27) -5 -5
1 2 47 t-5 4 4
det(| 2 3 1 |»/detiArsz Fet-43 -5 5 i
| = 4 2] t-3 solvel{ar+2x p+Ine=d, 2xar drtdxypttna=22, Lary 3y 2 30
4 4 { J-i18-t-54) | Fet-43 oS4 | _F-t-43 =i}
5 | -5 * 5 ' 15 ¢ 5 TR TS
O - O u] |
Algeb Estiéndar Real Rad gm] Alaeb E=tindar Real Rad qm Algeb Estiéndar Real Fad g Alaeb E=stindar Real Rad qm
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)1 1 171 it Accidn Interactivo
ista para iniciados e e
El teclado virtual CZE ], pulsando después [F], ofrece la posibilidad de abrir una {E - 1
mascara de entrada para las entradas del tipo linea de las ecuaciones de un Olo
sistema de ecuaciones lineales. El resultado aparece como una lista, que en el
siguiente ejemplo es salvada con el nombre list. Los elementos de la lista son i
mostrados a través de la orden subList. m
HEIRCDEAE |l$|x|y|z|t|4-|
[mo] ;] [-n HEIEEE
. i . == — 5|6
1.5 Sistemas de ecuaciones cuasilineales Lo e e T
im0 | =0 : > .
Determinados sistemas de ecuaciones no lineales pueden ser convertidos en —|—eam=e 2]l iR [Erec.
Algeb Estindar Real Rad qm

sistemas lineales, a través de remodelaciones o transformaciones simples.

I[ % Edit Accién Interactivo

Eu.s 1|13:3|g§:::|$‘aiiii|v| B

Ejemplo ey =
solve({l/x + 1y =8, Iy + 1/z =11, I/x + 1/7 =13}, {x,y, 3}) no puede ser {gz:?:%le #1iv
evaluado por la ClassPad. Con la transformacion a = 1/x, b = 1)y, ¢ = 1/7 se _x_“;'. :-zs;) e
origina un problema resoluble. La formacion del valor inverso (Potencia con -1) iz;ust(tli-sf't ) 1:_ =
se produce de manera automdtica para todos los elementos de la lista. =18 54)
Ejemplo subListilists 2y 2{l= i
t-5

solve {2 x-3)/(5y—-2)=-"7/23, subListClist, 3, 3 P

(Sy—-4)/3z+x) =2U/19, I (=)

(73+20/5x+7) == IS}, 3, ) :

Algeb Esténdar Real Rad dm]

no puede ser valorado por la ClassPad. Con Drag&Drop los denominadores se | % _Edit Accisn Interactivo

. . . £ ] o
desplazan en la pantalla, encerrados entre paréntesis, hacia los numeradores de 2 ] L i
.. 1/ ar+1, =0 -
la derecha, con lo que se origina un problema resoluble. L ytlrmell
Valiz=13| 4 o o

Pista para iniciados %

bt+c=11

Hay planteamientos de problemas que no pueden ser valorados correctamente stc=13

por la ClassPad ni por otras calculadoras CAS, como muestra el siguiente - {8?:_51"3:3"‘:8}
. A= D=o. 0=

ejemplo: 1ia11)

asbyc

-1Ix+0y+2z=1 -1 0 2 1 =
Ox + ly 4Z _ 1 1 4 1 Algeb Estindar Real Rad qm
esdecir A= y b= [ & Edit Accisn Interactive
3x+2y+tz=10 2t 0 ] ] P | .2
_ Za-3 -7 &
Sy—4 _21
SEta 19
.Qué nos enseiia este ejemplo? 12X s
~ Aty Ay W T
{2"“3:_1 Sey-d 21
Cada calculadora de bolsillo es (solamente) un pequefio ordenador y no un ||-3272 28 2= 12
ordenador cientifico del tipo de un PC o un Power-MAC. Asi pues, el calculo T 2
. yqe . . . . Sa—d4 _Z1(3xtar)
simbdlico no es siempre tan rico como para que permita valorar variables et »
simbolicas considerando una discriminacién de casos sobre vias de solucion IZIEX o i5i5ae+T)
diferenciadas. ) [x=-2, =5 27 o

Algeb Esténdar Real Rad dim]

Una division entre cero (variable simbodlica o término variable simbdlico que
pueda ser cero) no siempre es reconocida, y el resultado final transformado no
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resulta entonces util. El resultado final es erréneo en este ejemplo, ya que ambas
ordenes ref(...) y rref(...) generan de manera incorrecta una cuarta linea
contradictoria, e incluso en la orden rref(...) el parametro t desparece, como si
no tuviera ninguna influencia en el comportamiento de las soluciones. En el caso
t = 0, la solucion unica del sistema de ecuaciones (sobredeterminado) se

determina correctamente.

En caso de duda, es recomendable una comprobacién para la solucion

encontrada.

| % Edit Accidn Interactivo

[| ™ Edit Accidn Interactivo

[| % Edit Accidn Interactivo

[| ™ Edit Accidn Interactivo

X el |

S o] |

B

= el P |

] ] |

B

-1 8 2 - 18 @ @ [FET L SOaMmET TR Ha O I
B o1 -4 B1aa 1‘3‘2‘31
A 1A =
? g ; ref{augament (A, b2 " 813 =
- 1 a8 -2 -1 - 5
-18 2 B, B3t ol T
B 1 -4 B1 —-+3 = 5]
3 o 2 2 refCaugment A, b aaa @
: _5 1@ -2 -1 rrefauament (A, b3
1 38 B ai
_ S3-t+14 3 P zZ
L Baa 1 i 13 3 7
-1 rref i augment(Ay b1 3
*b ! - = =
a 1ooo ne1 = 210 3
L1 618 @ a6 8 o -1
8814 rrefiauamentiAybi ) 14
H a8 8 1] L 2-| [ I = I
bl te 7 0 ka

Algeb Estiéndar Real Rad gm

Algeb Estindar Real Fad qm]

[[ % Edit Accidn Interactivo

|[ & Edit Accidén Interactivo

solve({—x+2z=1,y—dz=—1,3

B(-2/TIH203/TIHINE/ 14=0
Set_
14

[u]

fi 22,23 )
7T,

@

S ] | B ) ] | B
leee o | leee 8 |&
rreflaugment A bl rref taugmenttA.b) 2 _
z z
1 88 = 1 88 =
3 ]
B 1A = A1 8 =
5 5
B a1 14 A a1 4
(S = | H 8 88

M —dz=— 1y 3y=1Fa Ly Wy 237

[i2pe2, e 2}
T

(=2 71 +2(R/TIHERS 1420
5-t_

13 ?

[n]

Algeb Estindar Real Rad qm

Algeb E=tindar Real Rad qm

[ % Edit Accidn Interactivo

[| ™ Edit Accidn Interactivo

= = e N T= =l
O e e | | Y ] R R ;
a b o 4 1a -z -1 =
refc|d e f[» Lz 2
B 1 —+3 2
ahi 2z
[T refi ] L4
133 BE1 3ha
arf-cod __ler
B 1 I BRe iaiee
aE 1 1 18-z -1 T
0 t.. =
B 1 2+ 3
5
aal Tet+1d
88 1 J
h
= -

Algeb Esténdar Real Rad g

Algeb Estindar Real Fad qm]

Algeb Estiéndar Real Rad g

Algeb Estindar Real Fad gm]

En el caso t # 0 las ecuaciones no paramétricas
(primera, segunda y cuarta linea) producen una
solucidn unica, pero la tercera linea nos conduce en
este caso a una contradiccion, es decir en el caso
t # 0 no hay ninguna solucion.

En las imagenes de la izquierda es reconocible el
efecto de la orden ref sobre matrices con variables

simbolicas.

simbolicas g, h, i desaparecen del resultado final.

En la matriz 3x3 las tres variables

En la matriz 4x 4 (Forma escalonada por filas segun
el algoritmo de Gauss, véase mas abajo) con la orden
ref el elemento a, es reducido a 1 sin tener en

cuenta el caso t = 0.

Si en el sistema considerado més arriba se pone tz =
a, la calculadora encuentra la solucion a = 0 (t = 0):

solve({—~x+2z=1,y—-4z=-1,3x+2y+a=0,x+3y=1}, {x, », 2, a})
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noda {x=-2/7,y=3/7,z="5/14,a = 0},
es decir, para a # 0 (t # 0), ninguna solucion.

Consideramos el algoritmo de Gauss para el ultimo ejemplo | 1 0 -2 -1
discutido. Asi pues, trasladamos la segunda linea, que
. . 1es . 1| 23 t/3 0
empieza con el coeficiente 0, a la ltima posicion. Las filas
restantes son inmediatamente divididas entre los coeficientes | 1 3 0 1
de la izquierda y empiezan con el coeficiente 1. De esta
! . . 0 1 -4 -1
manera empieza el algoritmo de Gauss con la matriz de datos
situada a la derecha. 1 0 -2 -1
Las Transformaciones 0] 23 v3+2 1
2% linea menos 1? linea y a su vez 0 3 2 2
3* linea menos 1? linea dan respectivamente:
0 1 -4 -1
1 0 -2 -1
o 0 1 t/2 + 3 372
La 2* y 3% filas son divididas entre 2/3 y entre 3
respectivamente: 0 1 2/3 2/3
0 1 -4 -1
1 0 -2 -1
Las Transformaciones 0 1 t2+3 3/2
3* linea menos 2* linea y 0 0 | -(3t+14)/6 -5/6
4* linea menos 2? linea dan respectivamente:
0 0 -(t+14)/2 -5/2
1 0 -2 -1
La 3%y 4” linea se dividen respectivamente entre 0 1 t/2+3 312
-@t+14)/6 y —(t+14)/2 0 0 1 5/(3t+ 14)
0 0 1 5/(t+ 14)
1 0 -2 -1
La transformacién 4* linea menos 3* linea da finalmente la | 0| 1 t/2+3 3/2
forma gradual de filas. 0 0 1 5/(3t + 14)
0 o 0 |
(t+14)3r+14)

ista para iniciados. Ecuaciones Matriciales

Las soluciones de sistema de ecuaciones con diferentes lados derechos

lﬁ,l?i,...,l;; (en la misma matriz de coeficientes A), por

ejemplo AXwl =bl , Axw2 =b2 , AXw3 =b3 pueden ser
inmediatamente determinados con una orden. Lo anterior se basa en el
algoritmo de Gauss y en el hecho de que todas las transformaciones se
orientan a los coeficientes de la matriz inalterada A.
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Ejemplo

Consideramos la matriz original A (con t =1) y tres lados derechos lﬁ, lﬁ,ﬁ :

xX+2y+3z=4 xX+2y+3z=1 X+2y+3z=-2
2x+3y+4z=1 2x+3y+4z=1 2x+3y+4z=5
3x+4y+1z=2 3x+4y+1z=1 3x+4y+1z=3
[[ % Edit Accién Interactiva [[ % Edit Accién Interactiva [[ % Edit Accién Interactivo
E] i o (I = e R 3 = ] R | 2
(122 = -2 4tb1, auament (b2, B30 2 13E
2 3 4 A 5 |#bz 12341 -2
L3 41 _ L2 234115
123 -z 241213 |
234 5 ref (B2 _
34 1] ] 1234 1 -2
4 auarmenttAs auamentibl, au B1 27 1 -9
1 [*b1 12341 -2 9
Ba1-18a =
L2 ] 2341185 4
241213 rref B} _
rafiB2 i a8 -11 -1 E
1234 1 -2 4
17 @127 1-9 m1ma 1 -Zf
L bz Bo 118 2 92
1 4 I S W M
Algeb Esténdar Feal Fad qgn Alaeb E=ztandar Real Rad qm] Alaeb Eszténdar Real Rad qm]

[[ % Edit Accidn Interactivo

0.5 LII::;J'EEIZ Hlvl B

B 189 1
BA1-1 @
augrmentiHaident{322
1231
2348
241 88
rrefians
13 5
1 80 + =
5
B 1A = 2z =
1 1
Ba1 i
[u]

Algeb Estindar Real Rad qm

Ejercicios

Ejecutamos formalmente el algoritmo de Gauss simultdaneamente con los tres
lados derechos, o sea consideramos la matriz ampliada lA,bl,bZ,b3J en las
Ordenes ref(...) y rref(...) respectivamente.

Ejemplo adicional

Con la orden ident(3) se genera ahora una matriz unitaria (3,3), y con la orden
augment(A, ident(3)) se “adjunta” a la matriz: se utiliza ref{(...) sobre esta
matriz asi ampliada, y asi se encuentran a continuacion en la mitad izquierda
la matriz unitaria y en la derecha los elementos de la matriz inversa A™. La base
de esta ultima transformacion es la solucion de la ecuacion matricial

Ax|wi, w2, w3 | =ident(3) : wi, w2, w3|= A" x ident(3) = A”.

1.1 Solucione los siguientes sistemas de ecuaciones de solucion tinica (SCD):

4 3 —1[x] 1 10 5 2 6
a) | 0 4 1 [[x2]|=|0 b) x| 2 |[+y| 0 |+z|-1|=] 2
—2 -6 -2||x3] |6 1 -8 |-5]| |-6



1.2 Solucione los siguientes sistemas de ecuaciones de solucion multiple y
describa las (infinitas) soluciones con ayuda de parametros.

1 3 -4 3 x1 9
) 3 9 =2 —11]||x2 -3 b) =3xl+ x2+ x3+4x4=0
a =
4 12 -6 -8 ||x3 6 x1+2x2-5x3+ x4=-7
2

6 2 -14||x4 -12

1.3 Solucione el siguiente sistema de ecuaciones (siempre y cuando haya
soluciones).

1 1 1||x 2
t t-1 Of|y|=|2t—1|contelR
3 3-t 2||z 7

a) ;Para qué valor de t el sistema tiene solucidon unica? Exponga la
solucion.

b) (Para qué t es el sistema irresoluble?
¢) (Para qué t existen multiples soluciones? Exponga las soluciones.

1.4 Examine el sistema de ecuaciones lineales con la matriz de coeficientes

i 2t 3+2i
A=|0 1 2i| yellado derecho b=| 1+i
s 0 4 -1

(Para qué parametros s€ C y te C, reales o complejos, es el sistema de

solucidn unica, multiple o irresoluble? (i representa la unidad imaginaria).

-

1.5 Represente el vector b como combinaciéon lineal de los

—_ — — —

vectoresal, a2, a3,a4, es decir, encuentre una solucion de la ecuacidn de

vectores
b =wxal+xXxa2 +y><a3+z><e§i:
1 0 -2 6 3
— |2 — 4 — 1 — 0 - 0
al=| |, a2 = s a3 = , ad = s b=
2 -4 0 -3 -2
0 2 -2 -6 1

1.6 Represente el vector cero 0 como combinacion lineal de los

—_ — — —

vectores al,a2,a3,a4, es decir, encuentre una soluciéon de la ecuacion
vectorial:

0 =wxal+xxa2 +yxa3+zxa4

17
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En esta ecuacidon vectorial (relacion de dependencia) deberian aparecer el

maximo posible de vectores al, a2, a3,a4.

1 0 -1 2
-1 4 3 0
a) al=| 2| a2=|-4| a3=|-4| ad=
1 2 0 -1
-1 2] L0 | 2]
1 —1] -1 —3]
b ai=|2L  w=| | a=| | a=’
0 1 3 1
3 2] 0 -8

1.7 El siguiente sistema de ecuaciones no lineal posee una estructura

cuasilineal:
a+ b+ c¢=3
3a + 5b + c=09
2a +3b+ c=d-2) +2

S5a + 6b +d-¢c =15

Solucione el sistema de ecuaciones no lineal y considere para ello los vectores

1 1 1 - 3

S A 0 = O O S
20 30 1 d-2)y +2
5 6 d 15

y examine su dependencia lineal.

Sugerencia:
(Para qué valores de d existe dependencia lineal? Calcule ademas los
determinantes de la matriz ampliada y determine para qué valores de d es valida

la ecuacioén det (A,B)= 0.

1.6 Apéndice al capitulo 1

Generacidn de sistemas de ecuaciones equivalentes que contienen
parametros con la ayuda del método del intercambio.

El método del intercambio evita la “desaparicion” de parametros en sistemas de
ecuaciones equivalentes, como ha sucedido mas arriba con las 6rdenes ref(...) y
rref(...) respectivamente. El método del intercambio es, ademas,
frecuentemente mas efectivo que el algoritmo de Gauss, ya que con cada paso de
intercambio las tablas de datos se hacen mas pequefias y no deben seguir ningun
“calculo hacia atras”. El pivote se elige en cada paso “a mano”.



Ejemplo:

—-Ix+0y+2z=1 -1 0 2 1

Ox+1y—-4z=-1 . 1 -4 - |-1
esdecir 4= y b=

3Ix+2y+1tz=0 2t 0

Ix+3y+0z=1 3 0 1

El punto de partida es la ecuacion y = Axw—5b con y = 0 (vector cero), asi

como ; = [yl, V2 Vi Vs ]T y W= [x, y,z]T . Las y; designan variables de ayuda
(ceros).
X

Con la matriz ampliada I_A,— ZJ vale ;; = [A,— Z]x Y
z

1

Una representacion de ese sistema de ecuaciones en una tabla (Tabla inicial,

abreviado TI) con la matriz ampliada |_A,— Z] da:

Intercambio de wvariables en y y w para la
generacion de sistemas equivalentes:

1) Eleccién de un pivote diferente de cero (ej. a11)

2) Escribir linea “s6tano” (como linea pivote,
separada por el pivote negativo), no escribir
ninguna entrada bajo el pivote, aqui “*”.

Sistema T; (y; intercambiado con x):

3) y1 = 0 (variable de ayuda), bajo la cual no
escribir en modo alguno ninguna entrada; aqui “*”.

4) Para las antiguas filas pivote de la Tabla Inicial
escribir ahora la linea sotano. El resto de los
elementos son sumados con el producto del
elemento de la linea sotano situado debajo y el
elemento de la columna pivote situado al lado.

5) Anélogamente 1) y 2) (en T; linea pivote y sdtano)

Sistema T, (p; intercambiado con y):
6) como 3) y 4) (con y, =0)

7) como 1) y 2) (en T, establecer linea pivote y
sotano )

TI X y z 1
v D o 2 1
V2 0 1 -4 1
V3 3 2 t 0
V4 1 3 0 -1
S * 0 2 -1
T, Vi b% z 1
X * 0 2 -1
Y2 * ® -4 1
V3 * 2 t+6 -3
V4 * 3 2 -2
S * * 4 -1
T, Vi V2 z 1
X * * 2 -1
* * 4 -1
V3 * * t+14 -5
V4 * * -5
S * * * 5/14
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T:=TF

V4 1 Sistema T3 = TF (Tabla Final)

V3

* -2/7 (v4 intercambiado con z):

* 3/7
-5+ 5(t+14) / 14 Ve.lloraci(')n: Para t =0 se cumple y3 = 0 y la solucién

=sv14 2/7,v=23/7,7z="5/14
* 5/14 XZ ALY = 9l 2= S8

TI X7

X2

Xn

yi ap

Y2 azg

Vm Al

ap

az;

am?2

ain

Aop

amn

Para t # 0 no se cumple y3 = 0, hay contradiccion en la
linea ys, es decir no hay ninguna solucién posible.

Pista para iniciado

El nimero de los pasos del intercambio (= numero de las tablas Ty, T»,..., TF)
es el rango de la matriz A (= Rg(A)).

Si este sistema de ecuaciones no homogéneo es resoluble, se cumple que
Rg(A) = Rg[A, — b] y viceversa.

Si este sistema de ecuaciones no homogéneo es irresoluble, se cumple que
Rg(A) <Rg[A, —b] y al revés.

El método de intercambio presentado se llama Método de Intercambio con
Borrado de Columnas (MIBC), ya que las columnas de las variables de ayuda
no son rellenadas mas. Con MIBC se soluciona a mano un sistema de ecuaciones
de manera efectiva y no procede el célculo hacia atrds como en el algoritmo de
Gauss.

El Método de Intercambio con Borrado de Filas y Columnas (MIBFC) sirve
para el establecimiento del rango de una matriz A (cémputo de posibles pasos de
intercambio):

En T; (Ty, ..., TF) no se introducen cada vez las filas x; -y columnas yi-
intercambiadas (en caso de que sea elegido a; # 0 como pivote).

Serian deseables las ordenes ClassPad adicionales MIBC(A, i, k) y MIRang(A,
i, k) respectivamente, para la generacion por pasos de tablas de datos reducidas

(i,k designan aqui la posicidn de pivote en A).

Ejemplo

Se busca el rango de la matriz de datos



TI XJ X2 X3 X4 T, X2 X3 X4 T, X3 X4 T; X4
i @ 0 2 -1

V2 0 1 -4 Y2 @ -4 1

V3 3 2 0| » 2 t+6 3| ys|t+14 5| yz |5t/ 14
V4 1 3 -1 V4 3 2 -2 V4 -5

S * 0 2 -1 S * 4 -1 S * 5/14

En el caso # = 0 se cumple que TF = Tj, es decir, tres pasos de intercambio, y

con ello Rang = 3.

En el caso # # 0 se cumple TF = Ty, es decir, formalmente cuatro pasos de

intercambio son posibles, y con ello Rang = 4.

21
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i

[4,3]

[+ =]

3]
toPolc[4 2]
5 earf3)]
toPoli [;})

iz

trnc[d 3]

o

[u]

1k
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2 calculo de vectores, bidimensional

(En qué rango angular principal se encuentran los dngulos de las
coordenadas polares?

2.1 Modo angular

Lo primero que se debe determinar es si el angulo deberia ser expresado en
radianes o en grados sexagesimales. La configuracion del modo angular tiene
lugar a través del menu “Preferencias” [Configuracion], submentu [Formato
basico], el cual puede ser invocado desde la linea superior del ment, a la
izquierda de la ventana de trabajo principal (pulsar™)

En tercera posicion, en el submenu [Formato basico], hay ahora una opcién de
ment Angulo. El subment adjunto se abre habitualmente pulsando con el lapiz.
De esta manera se puede, pues, elegir el modo angular (por ejemplo grados
sexagesimales).

La finalizacion de la pantalla [Formato basico] debe confirmarse pulsando
Def. (Definir) en la zona inferior; de lo contrario (por ejemplo con Canc.
(Cancelar)) desaparece también la pantalla; sin embargo, en este caso no se
almacenan los cambios, sino son rechazados.

2.2 Transformacion de coordenadas en coordenadas
polares

Se introduce un vector bidimensional, por ejemplo r =4-i+3-j

bien sea como linea [4,3]=4x][1,0]+ 3 x][0,1]

o transpuesto como columna [14] [3]]=trn(|4,3])

o bien como numero complejo 4+3i

Para llevar a cabo una transformacion del formato de visualizacion (por
ejemplo en representacion de coordenadas polares) nos dirigimos al menu
[Accion], el cual en el submenu [Vector]| contiene la orden toPol(...), o bien
en el submenu [Complejo] la orden compToPol(...).

Para la transformacion hacia atras en coordenadas cartesianas estan disponibles
las ordenes toRect(...) y cExpand(...) respectivamente. Se pueden teclear
también directamente esas ordenes sobre el teclado virtual.

La imagen de la pantalla anterior permite observar que la representacion en
coordenadas polares de un vector se produce de nuevo como vector con radio y
angulo (con el simbolo de angulo £, versor).



Asi, la medida angular aparecia aqui con el simbolo angular (£, versor) y en

modo exacto:
arctan(3/4) (radianes)

y, respectivamente, en modo decimal

36.870 (= 36.870°, grados sexagesimales).

La ultima linea de entrada de la pantalla de la derecha muestra la norma del vector

114,3111=]I[5, Z (36.870)]||=5.000 (Modo decimal)

Pista para iniciado

Observe la diferencia entre el valor absoluto y la
norma de un vector:
Por ejemplo:

abs(|-4, -3]) =| [-4,-3] | = [4, 3]
y, por otro lado,

norm(|-4,-3]) = | [-4, 3] || = 5.
El valor absoluto crea los valores absolutos de las
coordenadas del vector, mientras que la norma da
como resultado el radio para las coordenadas
polares. La norma del vector describe claramente la
longitud del vector bidimensional.

Ahora queda respondida la pregunta del principio
sobre el rango angular principal para las
coordenadas polares.

Para el rango angular principal rige la norma DIN:

-180°<0<180°,

tal como se puede observar en la pantalla representada
a la derecha. Si se llega a introducir un vector cuya
segunda coordenada fuera negativa, tiene lugar le
medicion de angulo en el sentido matematico negativo
y se obtiene una medida angular negativa (véase por
ejemplo toPol([4, — 3]).
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|[ % Edit Accidn Interactivo

A ] P | ¥

Ty =1 -
[+ 31

4
3
toPol [4,3]2

[5 «r36.869897651]

4
toPolf 3
”[3]

5
[4(35. 86989?65)]
toRect([5 <(36.87@) ]
[4.60808 2.866]
normc[5 20368780 ]
5. eea |
n] kd
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A ] P | P | el P | B
[4.60688 3. 6088 ][« [4. 008 5. 005 J]a
normc[5 20368780 ] normc[5 20368780 ]
5,66 5. 0E@
[C-4,-31| [C-4,-31|
[4 = [4 =]
ab=([-4,-3] ab=([-4,-3]
[s+ =] [s+ =]
[u] 0 d
rth |abc |cat | 20 rth |abc | cat | 20
m|B|E 0| 2] |F|a|s|=|E |- Farma
| |-| ] | | ?l :lg |9 |A| =| absExpand] -Func, [+]
=LA o Znatecmeete
] L] = =1~ du 4
= € arcLent
. argi Ejec. |

= [0
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[4,31
L4 =]

4
3
toPol [4,3]2

[5.880 <36.570)]
toPoli[-4, 31>
[S.e08 214z, 1387]

trnc[4,310

4434 -
d4+3- i
compToPolCd+342
tan'i[ 3 ]° i
See *
compToPolCd+342

5. 36, BTE%

tan'i[ % ]° =¥

cExpand(S- & ]

toFoli[-4,-312 443§
[S.e08 20-143.138)] 0

toFoli[4,—312

[5.om8 «-35.5370)]
toFoli[-4,681

[4 «i1z@3]

0 - -
Algeb Decimal  Cplj Gra dm Algeb Decimal  Cplj Gra dm

A menudo se cuenta con el rango angular principal 0°<0 < 360°, el cual, sin
embargo, no se corresponde con la recomendacion DIN. (DIN es un acréonimo de
Deutsches Institut fiir Normung). La calculadora de bolsillo esta programada

siguiendo las normas DIN.

También se puede teclear las 6rdenes directamente sobre el teclado virtual, y asi
introducir los vectores sobre las mascaras de entrada del menu virtual 2D.

La ultima de las pantallas mostradas presenta la transformacion de la representacion
aritmética de un nimero complejo en la representacion de coordenadas polares (en
modo exacto y en modo decimal). Después se efectia la transformacion inversa
con ayuda de la orden cExpand. Se ve que la representacion en coordenadas
polares de un numero complejo tiene lugar en la forma exponencial.
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Ejercicios

Pista para iniciado

Debe tenerse muy en cuenta el modo angular configurado, ya que las
transformaciones en coordenadas polares siempre se dan sin unidad de
medida, es decir, 4(3,14), segun sea el valor por defecto, puede significar
3,14° 0 3,14x180°/w =179,91°.

En el caso de la transformacion de coordenadas polares de nuevo en
coordenadas cartesianas, puede utilizarse la unidad de medida grado
sexagesimal, independientemente del modo angular configurado. Sin unidad
de medida, la entrada es interpretada segin el modo angular configurado.

El simbolo de grado sexagesimal ° se encuentra en el teclado virtual en el
menu mth (abrir menu Trig)

Las ordenes de transformacidn para numeros complejos son aplicables
también sobre vectores con nimeros complejos:

1+i
compToPol ([1 +i,—-1- i] ) =00 compToPol ( [ . } J ==
-1-i

2.1 a) El profesor de matematicas ha definido el rango angular principal como
sigue: 0°<0 < 360°.

: -2]
D¢ la representacion en coordenadas polares para el vector 5|
b) El profesor de fisica ha definido el rango angular principal como sigue:
-n<0<m.
. ., 2]
D¢ la representacion en coordenadas polares para el vector 5|

2.2 D¢ para los siguientes vectores la representacion en coordenadas polares
(angulo en grados sexagesimales y de rango principal —180°< 0 < 180°):

SV L) B L)

2.3 Dados los siguientes vectores fila en coordenadas polares:
[3, 2(30°)], [1,3n/4], [2,-145°], [4,x],
transforme dichos vectores en la representacion cartesiana.

2.4 a) Dado el vector simbodlico |:‘:j , (como resulta la transformacidon en

coordenadas polares en el caso h# 0,y si h=0, respectivamente?

b) Demuestre la correccion de la siguiente representacion en coordenadas
polares del vector simbdlico dado en el apartado a):

e w) )xn/z}’Obien{ ; J(h:O).

L(— arctan(g / h) + signum(h 4(1 - signum(g)x /2



3 Calculo de vectores, tridimensional

(En qué rango angular principal se encuentran los &ngulos de las
coordenadas esféricas?

3.1 Modo de representacion

Ademas de la representacion en coordenadas cartesianas (rectangulares), en los
vectores tridimensionales se usa, no ya las coordenadas polares como
anteriormente, sino las coordenadas cilindricas, o bien las esféricas. Estas
pueden ser seleccionadas, como las coordenadas polares en el caso
bidimensional.

Las drdenes se llaman en este caso toCyl( ) o toSph( ) y son accesibles
directamente en el mismo menu [Accion] submenu [Vector] como la orden
anterior toPol( ).

En un sistema de coordenadas “dextrogiratorio” (sistema a derechas) las
visualizaciones se dividen como sigue:

Sistema de coordenadas | Representacion | ;Qué significa qué?
Coordenadas x: Coordenada del eje de las x
rectangulares [x; ys z] y: Coordenada del eje de las y
(cartesianas) z: Coordenada del eje de la z

r: Distancia horizontal al eje z
Coordenadas cilindricas [r;@;z] 8 : Angulo con el plano (x, 2)

z ¢ Distancia con su signo
algebraico al plano (x, y)

p : Distancia tridimensional al
punto cero

6 : Angulo con el meridiano cero
¢ : Angulo con el eje polar (eje z)

[p;t?;¢]

Coordenadas esféricas
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La representacion de la conversion se producird segun fueran las
configuraciones por defecto en grados sexagesimales, radianes o en modo
exacto (es decir decimal):

La representacion en Modo Standard para un vector tridimensional, en el caso
de introduccién de numeros enteros, comporta la representacion exacta de la
conversion en coordenadas cilindricas o esféricas, mostrandose ésta ultima
conversioén aun mas complicada.

Mediante el calculo simbdlico es posible mostrar los célculos internos de la
ClassPad 300, de manera que aparezcan las estructuras de las formulas.

|| W Edit Accidn Interactivo

Eu.s ] el |

B

toSphCtrnt [d, 3,810
9,434 )
|:;(|a.544)
£(18. 5597
toSphCtrng [dy 3,810

J5
J)

Jean|
z[ i;n:ns-i[ - f

toCylitrnila, byclld )
aZ+p?

z[ —tan-i[ E ]+ Zrsgnumb ] S'gré'"m( bl

m &lw

.

Algeb Estindar Cplj Fad ]
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Asi por ejemplo se puede ver la representacion del dangulo de azimut (direccion
al plano x-y, “direccion de la brajula”) por transicion de las coordenadas
rectangulares a las cilindricas:

... 0 a las esféricas:

Aqui aparece otra vez la entrada del vector original en coordenadas esféricas y
modo de nimero decimal como primer sumando:

Si se desea ahora sumar a éste un segundo vector, expresado en cualquier otra
forma de coordenadas (rectangulares o cilindricas), puede hacerse sin
necesidad de cambiar el formato.

Afadimos simplemente el vector trn([6, 1, 3]):

Desafortunadamente, surge el fallo menor de que la entrada del primer
sumando ya no vuelve a aparecer redondeada, sino en el formato maximo de
diez decimales (dependiendo del formato numérico introducido).

3.2 Producto escalar y vectorial

El Producto Escalar - se puede generar con la orden dotP( ) (producto punto,
producto interno), la cual se encuentra en el ment [Accién], subment [Vector],
es decir en el mismo submenu de las operaciones de vectores anteriores.

Ejemplo
4|1 |6 4116
3|1-{1|=dotP| |3|,[1] [=51
8| (3 8|13
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Sugerencia:

Se obtiene el mismo resultado cuando en lugar de los vectores columna se
introducen vectores fila:
[4,3,8]-[6,1,3]=dotP(]4,3,8],[6,1,3])=51.

También se puede obtener este resultado con ayuda de la multiplicacion de

matrices:
4,3,8]-[6,1,3]=4,3,8]xtrn(]6,1,3])=[51]
41 |6 4 6
0 sea: 31-|1|=trn| |3]| [X|1 :[51]
8113 8 3

Aqui se introduce el signo x con ayuda de la tecla de multiplicacion de la
ClassPad 300, es decir, la tecla de multiplicacion € tiene varios significados:

e Multiplicacion de nimeros (ambos operandos son numeros, Aritmética
de Numeros)

e Multiplicacién de matrices (ambos operandos son matrices,
multiplicacion de matrices)
e Multiplicacion escalar (un operando es un niimero y el otro es una
matriz o un vector o una lista)
e Multiplicacién de listas (fclmbos operandos son listas, aritmética de
listas)
[ % Edit Accidn Interactivo [ Edit Fccién Interactiva [ Edit Fccién Interactiva
) T g T A =l N M =l
R Ry 3 | R | ] d
408 lotre| 2 || 1 |3 izt =& pH
expand(S1H(a+h) 0 ! 5 3 -14
S1-a+Sl-b 8l Lz o 4 -5 1
4
-3 1 36
dotPc[4 3 8,6 1 2]>
51{3} L IL ] s1 L 3 -14]
- 4 2 8lxrnc[e 1 3]0 =1+
264 [ ] [ ][51] 284 -386 51
153 41 re -153 51 1838
483 | 483 153 -714
trnd] 3|2 1 -
s1:[4 3 8] L] [J S1[A|
[ze4 153 482] [51] A4 3E6 51
[511=[4 3 &] [4,2,81506,1,2] 153 51 1836
[2e4 153 4e8] T2, 3,247 462 153 Ti4
S1:{4,3,83 }gl S L4y 3y B1%E6, 15330 Igl S1xdetiAD Iﬁ{
L 204, 153, 46857 [+] Silw —1ai6zi|r
Alask Decirnal  Cpli Gra gm Alaeb Decimal Cplj Gra dm] Alaeb Decimal Cplj Gra gm]

La penutltima multiplicacion muestra que las lineas verticales simbolizan el [~ Edit focien Tioractios
valor absoluto y no el determinante. =] ] | P
. - . 4] & e
El Producto Vectorial (producto cruz, producto externo) r x sse obtiene con msphcmssp{g}[l})
la orden crossP( ), :_?8 . 339
|:£(88.489) j|
. <(111.243)
Ejemplo 1y
4 6 4 6 1 dotP o b s w |2
(= (5]
3|x|1|=crossP| |3, |1 |=]| 36 o [ e
8 3 8 3 —14 dntP(|:bi|,|:vi|)
(= (E1]
, ., . , . gl e 5+ jql v = b b
Aqui también es lo mismo en qué forma se introducen los vectores (vectores ool
columna o fila). La funcién toSph( ) u otras pueden igualmente concatenarse Alasb Decimal Cplj Fad am

en el mismo calculo.
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Si se introducen dos vectores en forma simbolica, como se representa en la
imagen anterior, resultan claros de nuevo los pasos para obtener el producto.

En este momento se puede responder a la pregunta formulada al principio
del capitulo sobre el rango angular principal para las coordenadas
cilindricas o esféricas.

Para el rango principal del angulo @ rige la especificacion normalizada DIN,

-180°< 0 <180°,
como se puede ver en la pantalla mostrada a la izquierda. Si se introduce un
vector cuya segunda coordenada sea negativa, resulta una medida angular en el
plano x-y con sentido de giro negativo y se obtiene una medida angular
negativa; véase por ejemplo:
toCyl([2, -2,2]) o bien toSph([2, -2,2]): € =—45°
A menudo @ se calcula también con el rango angular

0°< 6 < 360°

el cual sin embargo no cumple la recomendacién DIN. La calculadora de
bolsillo ha sido programada segtin la norma DIN.

Para el rango angular de ¢ (dngulo con el eje z) rige la especificacion

0°< 6 <180°, como se puede ver en la
izquierda.

imagen de pantalla mostrada a la

En Geodesia ¢ se calcula a menudo con el rango angular —90°< 8 < 90°, es
decir los angulos de elevacion se calculan desde el plano ecuatorial:

Asi pues, los puntos por encima del plano ecuatorial tienen un angulo de
elevacion positivo, y los que estan por debajo, negativo.

Para un punto que se halle sobre el eje z no hay un angulo @ tnico: el angulo
se expresa como @ = const (1); véase la tercera imagen de esta pagina.

Ejemplo

La conversion de un vector dado en coordenadas esféricas en sus coordenadas
esfericas Standard; véase la ultima imagen de esta pagina:

Se convierten los correspondientes dangulos que no se encuentran en el rango
angular principal dado mds arriba.

Las coordenadas cilindricas se dan igualmente con el dngulo principal 6
descrito arriba.

Las coordenadas cartesianas corresponden igualmente a las coordenadas
esfericas dadas anteriormente.

El coseno direccional describe el valor del coseno del angulo de un vector
;(; normalizado con el vector unitario de un eje de coordenadas y puede
calcularse como se ve a continuacién (véanse las imagenes de la pagina 29):

cos(ﬂ) a0 1, cos(}/)=¢7(;-;.
vector [cos(@),cos(fB),cos(¥)] , ©
{cos(a),cos(f),cos(y)} del valor del coseno, y finalmente el angulo por
medio de arccos( ) en la ClassPad 300 como sigue:

cos(a)= a,-i,

Calculamos el sea la lista
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trni[1 2 3]i%a B T To.zeT T a.oozle
1 o] [cos-1iax)
z dotP (asnormials | 1 |debx cos-iibe)
o 3 a | cos-1icxd
1 B.535 74.493
dotP {asnormial, | B |2%ax 5] 57,688
L& | dotP{asnormial, | B [2Fox 26,699 |3
o B.z67 1 1 o a
a _ 9. 502 CdotFia,| @ [1,dotPia,| 1 |2 dotPa,| @ (33 normca)
dotP CasnormCal, | 1 [rebx cos-10ax) o) @ 1
LE | cosichx) T f1a
8,335 Loos-iCcx? {i,i, Sk b }
ra - 14 7 14
HotFia normiat, | @ |1 Mo fosians)
othLasnarmeas b @l F7. 688 {74.499,57.688, 36. 699}
L1] - 35.599_|§| o -
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aritmética de listas se revela ventajosa para calcular todos los angulos al

mismo tiempo:
., —1 J .
La funcidn cos () es utilizable sobre una lista pero no sobre un vector.

Ejercicios

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

a) (Como se representan los vectores de enlace a de Pi(1, -1, 0) a
P,(3,1,-1)y b de Q;(0,0, 1) a Q2(2, 2, 0)? Argumente el resultado.

b) Determine la norma H;H (longitud de :1), el coseno direccional de a y el

—

vector unitario a, de a.

¢) ¢(Qué tamarfio tienen los angulos que forma a con los ejes de coordenadas
y planos de coordenadas?
Dados los siguientes vectores:

a)a=2i+3j,b=4i+/, bya=3i+4j,b=4i-3j+12k.
Calcule el vector b_‘; asi como la proyeccion de a sobre b .

Sugerencia: La proyeccion de a sobre b es el vector a_;; = dotP(;,b_(;) b_(; .

(Qué angulo encierran los vectores a= (4,3,9)T y b= (1,1,— I)T y qué
longitud tiene la proyeccion de a sobre b?

Determine para el vector x las proyecciones sobre los ejes de coordenadas
y sobre los planos de coordenadas y la longitud de las mismas, asi como la

longitud del propio x.
a) x=(3,-4,1), b) x=(-2,1,-3)".

Determine para le vector x las coordenadas cilindricas asi como las
esféricas.

a) x=(3,-4,1), b) x=(-2,1,-3)".
Dados los vectores a = (1,— 2,3)T, b= (3,0,4)T y c= (— 2,4,5)T

Calcule los siguientes productos: :15 R axl; R (I;Z'); , :1.- (I;xz),
[axB)<e, ax(bxe) a8 Jaxd] axsf, (axe)-Be).

M; (0, 0, 0), M,(1, 1, 2), M3(2, 3,—1) son los puntos medios de los lados de
un tridngulo. Determine los vértices Py, P», P3 los angulos a,, a,, a, y €l

2

—

a

—

-|lb

area del mismo.
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4 calculo de vectores, n-dimensional

(Qué diferencia existe entre la conversion a valor absoluto y el célculo de la
norma?

En el célculo de vectores se aplica ocasionalmente la simbologia del valor
absoluto en los nimeros, por ejemplo. |[-6| = 6, al calculo de la norma en
vectores: |(-3, 1, 2, 0, —5)T|.

iEn este caso debe aclararse qué se calculara!

La calculadora simbdlica de bolsillo puede calcular tanto el vector de los
valores absolutos como la norma:

1(-3,1,2,0,-5)"  =(-3,[1},12l, |0}, -5)" = (3, 1,2,0,5)"
| (3,1,2,0,-5)"]| =((3)’+ 1)+ ()" + (0)* + (-5)")"*= 39"
y para ello dispone de dos 6rdenes diferentes:

=3, 1,2,0,-5)"| = abs (trn ([-3,1,2,0,-5])) =3, 1,2,0,5)"

Il (<3, 1,2,0,-5)"|| =norm (trn ([-3, 1, 2, 0, —5])) = 39",

Pista para iniciado

Obsérvese que en la calculadora de bolsillo los vectores siempre son
introducidos entre corchetes (como las matrices).

Las 6rdenes abs(...) y norm(...) se pueden utilizar no sélo sobre nimeros y
vectores, sino igualmente sobre matrices.

Mientras que la orden norm(Vector) calcula la Norma Euclidiana del
Vector, norm(Matriz) es la Norma Frobenius de una matriz.
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5 Numeros complejos

(Por qué resulta mas ventajoso calcular con angulos expresados en radianes
que expresados en grados sexagesimales?

La introduccion de nimeros complejos en la ClassPad300 se realiza mediante

la unidad imaginaria i (= A -1 ) Sin embargo, en este escrito se utilizara la j,
habitual en Electrotecnia y Fisica.

Introduccion de nimeros complejos en formato de O en la forma
notacion de las componentes de Euler
4 + 3j (notacion técnica)
4 + 3i (introduccion de datos en la calculadora)

5 . ei~arctan(3/4)

Pista para iniciado (2 L

430 S
Realice en principio los calculos complejos en modo RAD (Modo Radianes). comeToPol(4+3i) 34
En caso de que desee el resultado en modo DEG (grados sexagesimales) ta.-.-i[ﬁ ]_i
transforme el célculo a DEG solamente AL FINAL, una vez ya ha sido e ¢
determinado el resultado en RAD. ta“*[: ]"*

cexpand(3- & b
44304
4+3i
4. BBBOO+3 . BEBDA.
compToPold4+34)
Aclaracion: 5.¢9- 643583
- - B. 64358 i
La funcién arctan se expresa en la calculadora como tan™. AN aa-;éa :
, -1 .o 1 . . .

De este modo aqui tan ~ (3/4) no significa (tan(3/4)) = cotan(3/4). o
. Algeb Decimal  Cpli Rad gm

Ejemplo

El efecto del modo angular preconfigurado sobre el argumento de sin(x) y
im(e™(i * x)) (= sin(x)) es en parte diferente si se expresa en modo de grados
sexagesimales, o bien en modo de medida en radianes:

(¥ Edit_Accién Interactivo [ Edit Accidn Interactivo
. M =] . d = =
Corman | Celda uﬁs 'éI{LJIE:---IH:---l"I ¥ Cormian | Celda | u"&s 'éII[dJlg:---lH:---l"I B
Carpeta actual =inc 360 - Carpeta actual =in 382 -
main =] 6. 568888 main =] -[, 92283
=int 38 ) =in 389 )
Vizualizacidn H. SARRD Visualizacidn B. SE0EE
[Fijo S [~] ST P [Fige 5 I~] =in D
B,688914 @, 58888
angule it € (303 ) Angulo i e C§5EE 3
-8.93503 Fiadisn id -6, 95503
Avanzado imCe™ CE=38° 00 Avanzado im ™ C4=38° 00
EFormato complejo 8. SoEe0 EFormato complejo 8. Jeang
[ s, W] im (e CixmAE )
ECalculo decimal 5. SEEEE ECAalculo decimal @, SEEEE
OAsistents [u] OAsistents
et L D=t L
Algeb Decimal  Cplj Rad g Alaeb Decimal Cplj Gra gm Alasb Decimal Cpli Gra qm] Algeb Decimmal  Cplj Rad g
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5.1 Modo de grados sexagesimales

Los argumentos 30 o /6 respectivamente introducidos en las funciones sin o
e en la ClassPad 300 son interpretados por €sta de forma diferente. Debido a
ello pueden producirse diversos errores de calculo.

En modo de grados sexagesimales sin(30) es interpretado igual que sin (30°);
sin embargo im(e™(i * 30)) es interpretado como entrada en radianes
independientemente del modo angular preconfigurado, a no ser que la entrada
sea en unidades de grados sexagesimales: im(e*(i * 30°)).

5.2 Modo de radianes

Los argumentos 30 o &/ 6, respectivamente introducidos en las funciones sin o
e en la ClassPad 300, son interpretados por ésta de la misma manera. Debido a
ello no pueden producirse errores de calculo.

En modo de radianes, sin(30) es interpretado igual que im(e”(i * 30)), a no ser
que la entrada sea en unidades de grados sexagesimales:
sin(30°) = im(e”(i * 30°)). 30[Rad] son 30/ * ® =9,549 7.

Igualmente se cumple que sin(7/6) es interpretado en modo radianes como
im(e"(i* n/6)).

Por eso deberia calcularse preferentemente en radianes, ya que ya que en modo
radianes las funciones trigonométricas y las no trigonométricas interpretan las
entradas numéricas como medidas sin dimension.

En modo de grados sexagesimales, las entradas numéricas son consideradas en
algunos casos como valores sin unidades de una entrada en grados
sexagesimales: 30 = 30° sin embargo no en todos los casos, ya que no esta
previsto un argumento en grados sexagesimales para todas las funcionales.

5.3 Mas notaciones de entrada y de salida para numeros
complejos.

Notacidn trigonométrica: r* (cos(9)+ i* sin(G))
Notacion de par de nlimeros (coordenadas cartesianas): [a,b] =a+i* b
Simbologia de Versor (Coordenadas polares): [r,LO] =r* (cos(0)+ i* sin(ﬂ))

La notacion de par de nuimeros y la de simbologia de versor no son
recomendables para el célculo con numeros complejos y deberian servir
exclusivamente para la presentacion de resultados
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La transformacion en la notacion de pares de
numeros se produce con la orden [re(z), im(z)].

Y ] R b

Eu.s lllg:;]m:;:: ]

—3-dizr

1k

~3—d- i

[-2 -4]

Modo radianes" toPol:

ER
— -1l 2 [-=
I:S r:[ tan [4] 2]]
toPolilretal,iml=a])

[5.om@08 <(-2,21438)]
Modo grados sexag? toFolk

[5 {-se-eam( 3]

toFolilreta i, imiz21
[5.o@E08 <-126.26998)]

]

representacion -

[recadyimiz:]
Las coordenadas polares se obtienen mediante:
toPol([re(z), im(z)]).

Se puede ver el rango del angulo principal
—mt<0<m,esdecir —180°< 0 <180°

La transformacion de la notaciéon de par de
nameros nuevamente a la

rdivE
THde

[z 4]

Modo radianes' toPol:

5 -or{)2]]
toPoliLreda,imli=a])

[5. o000 <@ 92730)]
4lodo grados sexag® toPol:

{3

toFolilrelay,imix2]1)
[5.epeEE8 <053, 13818)]

[recalyimiay]

[u]

aritmética se obtiene con Fllaeb E=tandar LRl Gra om

z=[3,4] comoz[1,1]+i-z[1,2]= 3 +i-4.

Algeb Estiéndar Cplj Gra gm
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De esta manera determina z[1,1] la primera

il [ T >

= el P P |

1k

coordenada del Vector z 3, 4; z[1.2] |z 4322 =
determina la segunda coordenada. [z 4]
gl=la s L ST
5
‘o : : analeC[3,41, 01,8120
Las imagenes dejan glarq que 'la medida angular SAR T
para numeros complejos tiene signo: L1zl 28y
+d . 4
arglE ¥
j ; : ; Sz, 13818
Los numeros c?mplejos por debajo del eje de | _,_...
las x tienen un angulo negativo. i 5. BEAEE

En la notacién de pares de nimeros (vectorial) la
medida angular no tiene signo. -

[-3,—4]13x
[-3 —4]

5
-41,[1,81>%8
126, 86998
anglei[-3,41,[1,8]5%8
126, 86998
FL1,11+ix[1,2]132
—3. 08888-4 . AGEEEA - §.
arglEFH

mok G 13

anglet [—2,

-126.86998

abs & IFr
=]
[u]
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54 La representacion de  moébdulo-argumento
(representacion exponencial, forma de Euler).

La eleccion (configuracion) del modo angular se obtiene a través del Menu
[Preferencias] [Configuracién]|, subment [Formato basico], que se puede
invocar desde la ventana de trabajo principal en la linea de menus arriba a la
izquierda. En el tercer elemento desplegable (Angulo) del cuadro de didlogo
Formato basico se puede alternar entre dos modos posibles: Radian y Grado
(sexagesimales). Debe elegirse preferentemente Radidn. En el siguiente
elemento del cuadro, bajo Avanzado debe marcarse la casilla del elemento
Formato Complejo.

Para llevar a cabo la transformacién del formato de visualizacién a la
representacion en coordenadas polares nos dirigimos al menu [Accion], el
cual en el subment [Complejo] contiene las ordenes de transformacion
compToPol( ), compToTrig() o cExpand().

Use la orden compToPol( ) para obtener la representacion modulo-
argumento . Si se introduce un numero complejo, la orden compToPol( ) lo

convierte a la forma r * e?’

Algeb Estiéndar Cplji Gra gm

1k

4[
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La orden compToPol( ) es independiente del modo de introduccidon de datos,
de manera que las entradas en la forma de componentes (representacion
aritmética) o en representacion trigonométrica son también admisibles en grados
sexagesimales, de manera que en las medidas angulares en Deg el simbolo del
grado ° (en el teclado virtual elija mth y después Trig) debe ir unido a la medida
angular, pues si no la calculadora podria interpretarla como radianes.

Si se introduce un nimero complejo en la forma compToPol(a + j b) no se
obtiene en principio ninguna transformaciéon con la ClassPad 300, ya que el
software no puede reconocer a qué tipo numérico se asignan las variables. Sin
embargo modulo y argumento pueden ser calculados simbdlicamente, como se
muestra en el siguiente parrafo. Si se substituyen @ y b por numeros decimales
se transforma el angulo de acuerdo con el modo configurado (RAD o DEG).

5.5 La representacion Parte real - Parte imaginaria
(notacion de componentes)

Para volver a obtener la salida en representacion aritmética nos dirigimos al
menu [Accién], el cual en el submeni [Complejo] contiene la orden de
transformacion.

Si se introduce ahora un niimero complejo en la notacion de Euler (con lo cual
la e NO es la variable simbolica del teclado sino la funcién e, que se encuentra
en el teclado virtual en la pestafia mth) es transformado automaticamente en la
forma de componentes mediante cExpand(). Para ello debe ser identificado
como tal un dngulo en DEGREE(®), tal como se ha indicado antes.

Una preconfiguracién en el modo DEGREE no ayuda, sino mas bien produce,
en el peor de los casos, errores de calculo, ya que la ClassPad 300 interpreta
como radianes el angulo introducido en el exponente.

He aqui un ejemplo con variables simbdlicas o, para ser mas preciso, con
nimeros decimales:

En la Teoria de la Oscilacidon surge a menudo el problema de que se debe sumar
nimeros complejos que se encuentran en la forma de Euler. La ClassPad 300
ahorra al usuario la conversidn necesaria para ello, como muestra el siguiente
ejemplo:

(5 * o(369°) | g e(SS-l“j)) 6 (5 * p(369°) 7 _g % e(SS-l“j))

Producto y cociente de dos nimeros complejos son calculados en principio igual.
Como ejemplo facil de estudiar proponemos:

4+3j=5%e%) vy 3/242j=25%5)

El meni [Accion] contiene en el submenii [Complejo] cuatro oOrdenes
adicionales para tratar con nimeros reales. Las 6rdenes individuales de manera
resumida son:
conjg()

re() y im()
arg()

: conjuga nimero complejo
: parte real y parte imaginaria (real)
: angulo (argumento) del nimero complejo



Para el célculo del modulo de un nimero complejo se utiliza la orden abs( ), que
se encuentra en el teclado virtual mth como |x| Presionando |x

, aparece sin

embargo en la linea de entradas abs( ). El resultado, no obstante, vuelve a ser
presentado con las barras del médulo.

abs( ): Modulo del numero complejo

Ejemplo

abs(@a+b*j)=la+b*j y cExpand(ans)=+a’+b’

5.6 Calculo con numeros complejos en modo de grados
sexagesimales

En la representacion exponencial, el argumento angular b es interpretado en la
linea de entradas como radianes, y por tanto convertido a grados sexagesimales
en la linea se salidas.

Sin embargo, si se usa adicionalmente el simbolo de grado sexagesimal, y asi
se introduce el argumento angular como b°, entonces b es interpretado como un
valor en grados sexagesimales. No obstante, las salidas en grados
sexagesimales de las funciones trigonométricas se producen sin el simbolo del
grado sexagesimal: cos(b) y sin(b) en lugar de cos(b°) y sin(b°) , aunque se
introdujo b° . Después de la conversion, en la representacion exponencial se
presenta de manera interesante el angulo arctan(3/4), una vez con notacidon
sexagesimal (en la representacion exponencial) y otra sin (en la trigonométrica).
Este ejemplo clarifica de nuevo por qué es recomendable el calculo en radianes
para descartar de antemano posibles fuentes de errores.
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6 Representacion grafica de funciones y
graficos estadisticos
(Grafico 2-D)

(Cuando resulta ventajoso el escalado logaritmico de la ventana de
visualizacion?

6.1 Representacion grafica de funciones

Para representar graficamente funciones del tipo y = f{x) se abre en el menu
Grificos &T... el submenu Tipo y se elige el primer punto del ment (Tipo
y =). Al abrirse la ventana de didlogo aparecen las siguientes opciones:

Tipo y =, es decir: y=£x)

Tipo r =, es decir: r=r(0)

Tipo de parametro, es decir:  x =x(?), y = y(¢)
Tipo x =, es decir: x=fy)

asi como (a través de superficies limitadas por curvas)

Tipo y >, es decir: y > flx)
Tipo y <, es decir: y < flx)
Tipo y >, es decir: y 2 fix)
Tipo y <, es decir: y < flx)
y

Tipo x >, es decir: x> f(y)
Tipo x <, es decir: x < fly)
Tipo x >, es decir: x 2> fly)
Tipo x <, es decir: x < Ay)

(Para ver la imagen de arriba, la opcion del menu Tipo y = ha de estar abierta)

6.2 El editor de funciones (Hojas de trabajo)

Las funciones a graficar se introducen en el editor de funciones, que aparece en
el menu Gréfico como hojas de trabajo (Hojal, Hoja2,...Hoja5). En cada hoja
de trabajo pueden introducirse hasta 20 funciones, curvas, o bien superficies de
diversos tipos, descritas mediante desigualdades. Las entradas anteriores de la
hoja de trabajo pueden eliminarse desde Edit, opcién del ment Borrar todo.

El editor abierto espera la introduccidén de la primera funcion, siendo posibles
hasta cien entradas. Como ejemplo se ha entrado arriba la funciéon sin(x),
ya que, después de colocar el cursor en el sitio correcto, podemos empezar a



teclear libremente (desde el teclado virtual). Después de teclear LEXE , el editor
espera la introduccion de la siguiente funcion.

Los limites del area grafica (ventana de visualizacion en el plano x-y) se fijan
en el menu Preferencias, opcion Ventana vis.). Para ello hay que presionar el
icono ¥ de la pantalla.

Ademas de los limites del area de visualizacidn, aun es posible introducir otras
variables:

Escala x y Escala y determinan los respectivos escalados de los ejes; Punto x
y Punto y describen la resolucidon en pixels de los graficos que se trazarén;
cuanto mas pequefios, mas exactos (zoom de aproximacion, de manera que la
resolucidon viene determinada por el limite del area y también al revés: un
cambio en la resolucién corrige los limites del area automaticamente).

Después, la seleccion de la opcion™¥, Grafico o la pulsacion sobre el icono de

Griafico (& llevan a 1a imagen de la curva de la funcidon seno mencionada
anteriormente.

Como ejemplo de representacion de varias funciones sobre una hoja de curva
elegimos el polinomio de aproximacioén de Taylor de primer, tercer y quinto
grado para la funcidn seno:

(Las marcas a la izquierda junto a las férmulas significan que esas
funciones estan activadas, es decir seran representadas. Se pueden desactivar
pulsandolas).

Antes de un nuevo dibujo se vuelven a ajustar adecuadamente los limites del
area de la ventana de visualizacion.

Al elegir Grafico se dibujan las funciones:

Las listas del menu del editor de férmulas o de la pantalla de graficos
contienen multiples posibilidades de trabajar la representacion grafica.

Aqui debe proponerse solo una pequefia eleccion (se hallara mas informaciéon
al respecto en el manual de instrucciones).

Para una funcién introducida en el editor de funciones (hoja de trabajo) puede,
por tanto, elegirse y configurarse el formato grafico (Tipo marcador). Para
ello debe pulsarse sobre el tipo grafico entre corchetes, a la derecha del
término de la formula introducido, por ejemplo [++++===]:

Se abre una ventana de didlogo con seis opciones.

La representacion de los Puntos de rejilla se activa mediante el mena ™,
Preferencias [Formato], submenu [Formato de grafico], el cual se encuentra
arriba a la izquierda, en la cabecera de la ventana de trabajo.

A modo de ejemplo, activamos la opcion Puntos de rejilla para asi obtener
una representacion de los puntos de la parrilla, cuyas distancias corresponden a
las preferencias de Escala x y Escala y en el meni Ventana vis.
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6.3 Particion de la pantalla de trabajo

Para representar formulas e imagenes de curvas simultdnea o separadamente se
puede dividir la pantalla en una o dos zonas:

Resize

1]
. . “+ . e e ey
se pulsa bajo la pantalla sobre Resize para cambiar la division en zonas,
Swrap

HME ‘
y a su vez sobre Swap HeH para alternar entre éstas.
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Las curvas pueden trazarse tanto pixel a pixel como
“continuas”. Si se configura en el menu Formato de
Grdfico el tipo de dibujo Marcacion de puntos,
aparece el grafico solamente como curva continua,
y resta sin efecto el Tipo Marcador (por ejemplo
Tipo de linea gruesa). Si se configura en Formato
de Gradfico, pestaiia Especial, el Tipo de Dibujo
Conectar, se unen los pixels en una curva.

Sugerencia importante

Con el tipo de dibujo Conectar pueden producirse
graficos erroneos cuando la funcion consiste en
varias ramas de curva, como muestran las imagenes
adyacentes:

y=fx)=1/A+2*(-1/(x+1)))

En x = -1 la funcién no esta definida, presentando
una discontinuidad de salto, de altura 1. La funcion
tiene en todas partes un decrecimiento estrictamente
mondtono y es inyectiva. jElI grafico en trazo
continuo y grueso es incorrecto!



6.4 Escalado logaritmico

(logaritmo decimal)

Las funciones con crecimiento extremo (o caidas extremas) no se representan

bien en la ventana de visualizacion con un escalado normal:

Ejemplo

El trazado en forma de L
de
y=f(x) =10000 x ™

iEl grafico no discurre
ni vertical ni horizontal!

La escala logaritmica
del eje de las x expande
especialmente zonas
préximas al cero:

Se distinguen muy bien
los intervalos de x

[10 %, 10°, [10°, 107],
[10', 10%], [10%, 10°].

1 Yentana wis. 2] |
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Fin., = --5@
max. :6A5A. BEEEEEEE
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Funto :4.5454545454
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Ventana vis. K] % Edit Zoom FAndlisis + La doble escala logaritmica clarifica la fuerte

Memoaria r : s A
E Blos x Blog 5 caida exponencial de la funcion para el Yalor X,
Min. = -@.1 y muestra un trazado concavo jque en realidad es

escala : Indefinido convexo!
Funto : Indefinido

FMin. » :1e-3
max. 1868
e=scala @ Indefinida b

Foer) G |

A
max. 65, DEEE0EEE I

El trozo de curva ampliado permite ahora
distinguir el escalado logaritmico del eje y. Como
antes, los wvalores de y pequefios resultan
especialmente  expandidos, y los grandes,

Ow3= 1 = comprimidos:
1+2 ¥
1 BEEE
EvE= — s i Lal x B ) ) 1 1
x2. g% c8. privERS pes il e 110, 1072, [10 75, 10 7], [10 7, 10,
Oy7: 0 [vE=1BBEES {x Z0e x)
Fad Real Rad Real o

[10°, 10"], [10", 10%], [10%, 10°].

6.5 Ejemplo practico de aplicacion de la regresiéon potencial
y de la representacion 2D en la ventana de visualizacion
escalada logaritmicamente

Un interruptor de seguridad eléctrico tiene la propiedad, en caso de cortocircuito
(intensidad de corriente mayor, medida en amperios), de reaccionar muy
rapidamente (reaccion en milisegundos). En el laboratorio se midieron los
siguientes pares de datos (x;, yi), i = 1,2,..., 17, que se muestran en las listas
adjuntas:

Lista x = {61, 62, 64, 66, 68, 71, 75, 80, 90, 99, 110, 130, 145, 175, 220, 300, 390}
y

Lista y = {1000, 500, 200, 100, 50, 20, 10, 5, 2, 1, 0.5, 0.2, 0.1, 0.05, 0.02, 0.01,
0.005}.

Los puntos deben ser graficados en un grafico bidimensional (Scatterplot).
Después hay que realizar una regresion potencial. La funcioén de regresion (“‘curva
caracteristica” del interruptor de seguridad) tiene un trazado en forma de L y, por
lo tanto, debe representarse en escala logaritmica.
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Las listas son almacenadas en el Menu Principal y [ Ventana vis. ] ¥ Zoom Analisis Cale. ]
después observadas en el Editor de listas del ment | g?;“;rf Y TTRY i
Estadistica. [T, = 58 :
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Statgraphl. S
Los puntos adoptan posiciones formando una L en
la ventana de visualizacion con escalado normal. '”5 S
xc=398 wo=DE—3
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o Rad Decimal Fad
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log(x)
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La regresion potencial da como resultado la funcién y = 1.366E+13 « x **7.

La ultima pantalla representada muestra, como minimo en la parte izquierda de
la funcion de regresion, que los puntos se sitlian junto a la curva, a su derecha
(es decir los valores de la funcion resultan significativamente menores que los
valores empiricos y), resultando inexacta de esta manera la regresion potencial.
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Un vistazo a la ventana de visualizacion escalada logaritmicamente nos
conduce a la certidumbre de que la curvatura de la nube de puntos resulta
significativamente menor que la de la funcién de regresion potencial, la cual
ahora nos aparece sin curvatura, como una linea recta. También aporta claridad
la observacion de los residuos y; — p(x,).

A partir de aqui debe buscarse una funcion de regresion mejorada, que alcance
la curvatura de los puntos en el intervalo de x observado.
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Para conseguir una mejor adaptacion a los pares de datos, debe realizarse
ahora una nueva regresion potencial con los pares de datos transformados
(logaritmizados) en logxlist = log(listax) y logylist = log(listay) + 3
y almacenarlos en y13(Ig (x)) = a * (Ig x)"b.

La regresion potencial requiere datos positivos, por lo cual se transforma
afadiéndole +3.

Asi la transformacidn contraria se produce en y=yl4, es decir
Ig(y14)=y13(lg(x))-3.

Ig () + 3 =yl3(g (x)) = a - (Ig x)*b es la funciéon de regresion

encontrada de los pares de datos (x; i), i =

1, 2,

., 17, ya que

y13 = a - (Ig x)"b era el resultado para los pares de datos originalmente
transformados (Ig x;, 1g y; + 3).

De esta manera hemos encontrado la funcidn de regresion con una mayor
curvatura y mejor adaptada.

P(x) = 10~ (a - (Ig X)*b — 3) =10~(124.543 - (Ig x)*(-5.37365)) / 10~3.
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Tanto los graficos como la lista de residuos muestran una clara mejora de la
regresion no lineal en la zona x observada.

Con este ejemplo, para el andlisis de la curva tipica, resulta claro que la
representacion grafica con escala logaritmica, a simple vista, resulta mas
adecuada que la representacion de los ejes con escalado equidistante.

6.6 Interseccion entre dos graficos [ Edit Zoom Andlisis 4 ]

(L5 ] s [ 1
. L. .. Hojal [Hojaz [HojaZ [Hojs 4|
Las ecuaciones que no se resuelven exphcltamente para la 1ncogn1ta X S€ (|Ewl=tanlz)

escriben a menudo en la forma IE‘:JE:%
Ow3: 0
. Owd:- g
2(x) = h(x), porejemplo tan(x)=x/m. Eyg= g
RN
=0

La solucion grafica consiste en trazar ambas funciones y leer las coordenadas x
de los puntos de interseccion.

Para ello, en la hoja de trabajo (Editor-Y) en el menu Graficos y Tablas se
introducen ambos términos de la ecuacién, y a continuacidon se representan
graficamente.
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A través del ment Anélisis (Trazo) de la linea de cabecera se invoca un cursor
con la forma de cruz y que parpadea en el centro de la pantalla. Con las teclas
de cursor (hacia arriba/hacia abajo) se posiciona el cursor sobre el grafico
correspondiente. Con las teclas del cursor (hacia la izquierda/hacia la derecha)
se mueve éste sobre el grafico elegido. La formula del grafico aparece abajo,
en el campo de mensaje, y las coordenadas del cursor se insertan en el borde
inferior de la imagen.

En la imagen de arriba el cursor estd posicionado sobre la linea recta (grafico
y2), lo cual tiene mucho sentido en este caso, ya que las ramas de la curva del
otro grafico desaparecen en los bordes inferior y superior de la imagen. Si se
mueve el cursor a un punto de interseccidon entre los graficos, el valor de x
representado abajo resulta ser una solucion de la ecuacion. De todas formas, la
exactitud de esa solucion es, en gran medida, dependiente del tamafio de la
seccion de la pantalla, asi como de la configuracién en xdot. Un valor
xdot = 0.1 significa, por ejemplo, que entre dos pixels el valor de x crece
aproximadamente 0.1; véase el manual de instrucciones pagina 3-2-1:
Configuracion de los pardmetros de la ventana de visualizacion para la
ventana grdfica.

Si la imagen de la curva es comprimida debido a la biparticién de la pantalla,
empeora la exactitud relativa de la visualizacion.

Aqui el ment Analisis (Resolucién G: Interseccion) resulta ser una ayuda
para la exploracion de la representacion grafica. Con la ayuda de la opcidn
Interseccion (determinacion del punto de intersecciéon) es posible una
determinacion exacta del punto de interseccion de dos curvas en la pantalla
grafica.

Ese procedimiento estd, pues, previsto en la ClassPad 300, y discurre como
sigue: En la hoja de trabajo se seleccionan las dos curvas que se cruzan y se
representan graficamente.

En la ventana grafica activa se selecciona el ment Analisis, submenu
Resolucion G, y alli se pulsa la opcion Interseccion. El punto de interseccion
mas lejano de la izquierda es calculado y visualizado. Con las teclas del cursor
(hacia la derecha/hacia la izquierda) pueden ser determinados y visualizados
otros puntos de interseccion.

Los valores exactos de las coordenadas de los puntos de interseccidn son
visualizados abajo, en la linea inferior.

(Mas informacion en el manual, pagina 3-8-4)

6.7 Curvas en representacion parameétrica.
Las funciones, o mas exactamente las curvas, en representacion paramétrica
tienen la forma x = g(¢), y = h(?).

x=a-cos(f), y=b-sin(?)
es, por ejemplo, la representacion paramétrica de una elipse con semiejes a y b:

2,2, 2,2
x/a”+y’ /b"=1
(ecuacion de curva no paramétrica en coordenadas cartesianas)



Para graficar una curva asi, la linea y10 de la hoja de trabajo se cambia en el
menu Tipo a Tipo de Parametro. Asi queda el editor de funciones listo para
la entrada de una representaciéon de curva con x e y dependientes de 7. Al
hacerlo, son introducidas de forma separada las funciones para x y para y
respectivamente. En la imagen ya se ha producido una entrada de la antes
citada elipse cona=5y b=2,5.

En el ment de la ventana de visualizacion se preconfigura el rango de las
variables 7 a fmin = 0, fmax= 2m, y el paso A7 a m /24, que corresponde
exactamente a 7,5°. El rango x-y ha sido adecuado correspondientemente a la
elipse introducida. Grafico conduce al trazado de la elipse.

Hipérbola “derecha-izquierda” con una rama de curva derecha y una
izquierda:

2,2 22 . )
x/a” —y°/b” =1 (Ecuacion de la curva en coordenadas cartesianas)

Representacion paramétrica:  x = a + cosh(?), y = b - sinh(?)

Las funciones hiperbolicas se encuentran en el submenu hyp del meni mth
del teclado virtual. De todas formas, se pueden también elegir la funciones
“normales” sin( ), etc. y anadir la “h” con ayuda del teclado.

Las asintotas tienen las representaciones paramétricas

=a-|f| paralarama derechay
—a - |tf| paralarama izquierda de la curva.

Son introducidas en la hoja de trabajo como octava y novena funcién donde
7| también podia ser introducida como raiz de 2. Como valores concretos para
a 'y b se utilizan respectivamente 2 y 1.

6.8 Curvas en representacion de coordenadas polares

Las curvas en representacion de coordenadas polares tienen la forma

r= £(0).

Ejemplo r =a-os(20) (“Trébol de la suerte”)

Para poder introducir una funcion como ésta, se activa en la hoja de trabajo
en el menu Tipo el Tipo r =. Después, la ventana de entrada del Editor de
Funciones espera una (o varias) funcion(es) del tipo r = r(0) en la forma

reproducida a la derecha.

Como ejemplo se ha introducido aqui la “Hoja del trébol de la suerte” con
a=3.
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~ Edit Zom Anal ¢ En el rango de entrada de la ventana de visualizacion, el rango de las
B o = variables estd preconfigurado a @ min =0, @ max =27, el pasoA@ a 7/ 24.

Hojal [Hojaz [Hoja3 [Hoid 4 *]| Los rangos de x e y se adecuan a la tarea correspondiente.

9= —xta(t) Grdfico produce la curva representada a la derecha.
Wr9=t

Orl8=3Z.cos(2-a)
Bri1= In(@.5)-8 [

e Z-m

' //‘ft% . Elija b de manera que el radio decrezca aproximadamente un 20 % cada
4

Otro ejemplo podria ser la espiral-exponencial:

r=r(0)=a-e"(b0).

vuelta: b=1In(0.8) / (2x)

=3 - - loe=a - - -

S lcoie (lniD DonO o E Asigne a a el valor 3 y ajuste la ventana de visualizacion del problema:
fad Real e | 0 <0< 8r (cuatro rotaciones). La pantalla estd aqui dividida, para visualizar

simultaneamente la hoja de trabajo y la ventana de graficos.

6.9 Funciones estocasticas

(Trayectorias de un proceso aleatorio)

Ejemplo

La representacion de la funcion estocdstica y = f(x) = rand(0,1), donde, para
cada argumento x, se “sortea” un nuevo numero estocastico 0 6 1. Para ello,
primeramente debe establecerse la funcion como rand(0,1), y ser invocada
repetidamente:

definir y12(x) = rand(0,1) y después dibujar y13(x) = y12(x), de manera que
y12(x) sea repetidamente invocada.
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Los graficos estocasticos se pueden visualizar en tres representaciones

diferentes:

e primero en el Formato de Grafico, pestaiia Especial, Tipo de dibujo:
Conectar y Tipo marcador: Normal (Linea),

e también en el Formato de Grifico, pestaiia Especial, Tipo de dibujo:
Conectar y Tipo marcador: (Puntos)

e vy finalmente en el Formato de Grafico, pestafia Especial, Tipo de dibujo:
Marecacion de puntos (s6lo pixels calculados).



6.10 Representacion de una superficie 2D con

sombreado aleatorio

El siguiente ejemplo deja claras posibilidades graficas adicionales de la
ClassPad 300. Un area en forma de paralelogramo debe ser rellenada con un
sombreado aleatorio. Para ello necesitamos la especificacion de funcion

y12(x) = rand(0,1), y entonces definimos

ylo(x)=y12(x) *2—-|x-2)+2+(x-2|-x)/2con 0<x<4

de manera que y12(x) debe ser invocada repetidamente.

Ventana de visualizacion: 0<x<4 y 0< y<4

6.11 Representacidn de una senal periédica con

“Tiempos de pausa”

Finalmente, dibujamos una funcién que esta sélo definida por trozos:

y=yl17(x) =In(cos (x)) / In(cos (x))

Esta funcién solo esta definida cuando rige 0 < cos (x) < 1.

El recorrido de esta funcion consiste en el nimero y = 1.

Para poder comparar se dibuja la funcién cos(x).

La segunda imagen muestra una sefial estocastica
con tiempos de pausa, y se origina en las formulas

y12 =rand(0,1)
y19 =yl17(x) * y12(x).

De esa manera se producen los siguientes graficos:
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|| W Edit Accidn Interactivo

2 T md5E . x-112 x5 H
solve(w=H, x)*cerolist
{x=—21, 4672791 Tax=—14.5¥
ceralist[ 1]

x=—21. 46727917
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x=@.,TB48242043
ceralist[4]

x=11.29328918

0

P! ] 2
243 P11 2002 — 245G+ 24808 [

7 Discusién de curvas para una funcién y = f(x)

(Coémo determinar los puntos de inflexion sin necesidad de un célculo

laborioso?

A modo de ejemplo se discutird y se representard graficamente la siguiente
funcioén polindmica:

y=fx)=x*+24x - 112x% - 3456x + 2480, —o0 < x < ®

7.1 Ceros

-
Hlgeb Decimal  Real BEad g
] Yentana wis. [X] W Edit Zoom
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~10< y<10.

En primer lugar se determinan los ceros (raices) de la funcién en el menu
principal mediante la orden solve(...). De este modo cobra sentido la siguiente
ventana de visualizacion
—-25< x <15 vy, de momento,

La representacion grafica en el menu Graficos & T... no muestra ningin
grafico de la funcién aunque en la ventana de visualizacion hay cuatro ceros
reales simples. La razon de esto la veremos a continuacion.

Resiguiendo la funcién con el cursor, vemos
claramente que el trazado de la curva se mueve casi

en vertical a través de los ceros, y aparecen en las
inmediaciones valores de la funcidn por encima de

10000.

Por ello, el rango de las y en la ventana de
visualizacién esta configurado demasiado pequefio.

Para abarcar el trazado fundamental de la curva, se
ha de configurar el rango de las y, por ejemplo

como sigue:
—25000 < y <45000.

[1=x"d+2dmma-1 120" 2-]
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- xc=-5 wyo=14585 c=—13.39369%wc=2192,. 9551 c=1.39369]1 wruc=-24235, 399
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El submenu “Solucion grafica” ofrece la posibilidad de la discusion de curvas.

Las siguientes imagenes muestran los ceros (raices), asi como los extremos
locales (maximos y minimos) y el punto de interseccion con el eje y.
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También es posible mostrar los resultados establecidos en la discusion de

Rad FReal ;o]

Rad FReal o]

curvas con una tabla de resultados (véase Manual, capitulo3)

7.2 Extremos locales y puntos de inflexion
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Las entradas en la tabla de resultados son facilmente comprensibles:

La linea x empieza y termina con la configuracion de la ventana de
visualizacién y muestra las coordenadas x de los extremos y de los puntos de
inflexion en orden de aparicién. La linea f{x) esta correspondientemente
ordenada. Los signos algebraicos en la primera derivada describen la
Monotonia (+ creciente, - decreciente); en la segunda derivada, la Curvatura
(+ convexo, - coéncava).

Pista para iniciado

A veces puede fallar la Discusion de la Curva en la Ventana Grafica mostrada
mas arriba y se obtiene el mensaje “;No se puede resolver!”. Las causas que
provocan este mensaje de error pueden ser:

En efecto, no existe ninguna solucion en el rango de la ventana de
visualizacion.

O bien:

El algoritmo de busqueda no puede calcular una solucion existente.
(Motivo: el procedimiento de solucion numérico no converge).

En ese caso se pueden usar las siguientes posibilidades de busqueda
adicionales:

Los puntos de inflexion de una funcion y = (x) son los puntos extremos
locales de la primera derivada y' = f'(x) y los ceros de la segunda
derivada y'' =f'"(x). Para encontrarlos es recomendable un analisis de
la primera o segunda derivada en la ventana grafica.

Alternativamente puede usarse el solucionador de ecuaciones numérico
para calcular los ceros de la funcion de salida, es decir de las derivadas
(orden solve(...)).

El siguiente ejemplo no parece tan dificil a primera vista. La ClassPad 300
demuestra aqui también ser una herramienta util. Este ejemplo no puede ser
analizado “a mano”, sin una herramienta de estas caracteristicas.

Ejemplo
Analice el trazado grdfico de la rama de curva en el intervalo 0 < x < 1 para
la siguiente funcion:

y=fx)= 22— 1)?/ (x — x>
A partir de la formula se ve enseguida que hay dos valores asintoticos
verticales (polos): xp; =0, xp; = 1.

El grdfico de la funcion discurre en el primer cuadrante a causa de los
cuadrados, y en el intervalo de x considerado hay un cero (raiz) de
multiplicidad 2: xg = (1/2)"*. El problema es aparentemente sencillo de
resolver.
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En la ventana grdfica pueden determinarse sin problemas el cero (raiz) y el
punto minimo, con lo cual ya queda claro que se ha calculado en modo
decimal. El valor minimo no da un resultado exacto de (. No se obtiene
solucion para el punto de inflexion.
En este momento surge la pregunta:
.Queda ya acabada la discusion de la curva o se ha pasado algo por alto?
Con este ejemplo pueden estimularse el espiritu descubridor y el afan
investigador del lector. Incluso un problema aparentemente obvio puede
reservar sorpresas ocultas.
Analizamos la primera y segunda derivadas, y para ello preparamos las
férmulas en el Menu Principal (calculo simbdlico), y después las copiamos en
el editor de funciones del ment Graficos&T...
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Las tres curvas se almacenan como imagen en segundo plano. Para ello es
suficiente que, en posteriores andlisis, cada una de las tres funciones sea
activada en su momento en el editor grafico.




52

Ventana wvis. Ed
[ FMermoria
Olog = Olog
Min. = :H
max., =1
escala:@.1
Funto :&.4935064935

Min. w :-—-180H
max. =188
escala : 26

“ Edit 2oom Anélisis 0
WFlnzcenar_imagenll

Fecuperar imagen

Contralador graf.

Incorporado ¥

YWolver a dibujar

LRRLITT PRPRED

Almacenar datos EJ

f Frct ]
| Carpetazfmain  [=]
Momb, = [Inflexid |

Formato de grafico E

Fondo

Bi=zico |Especial

rmainInflexio

[-]

Tipo de dibujo

[Conectar

[~]

Visualizacidn de X

[OFf

Lefinir secuencia

[Off

| | | | [efr [MAT] ESF |SiMB|Ejec.|

Fad Real ] Rad Real [{1T]] Rad Real o] Rad Real )]
La primera derivada tiene dos extremos locales, es decir la funciéon de salida
tiene pues dos puntos de inflexion. Por tanto la segunda derivada posee dos
Ceros.
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El calculo de los extremos de la primera derivada se produjo de nuevo en la
ventana grafica.
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El célculo de los ceros de la segunda derivada funciona sélo para el cero de la
izquierda. El cero de la derecha discurre tan abruptamente que el algoritmo
numérico falla de nuevo. La solucion se determina en el Menu Principal.
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Después de ser introducido el término de la férmula, éste es marcado y
procesado en el Menu Interactivo. La orden solve(...) se encuentra en el
submenu Ecuacion/Desigualdad. A partir de aqui, se abre una ventana de
entrada, en la cual se introducen un Valor inicial (0.6) y los Limites del
intervalo de busqueda (Inferior 0.5, Superior 0.8) para el algoritmo de
solucion numérico.

7.3 Resumen de Ila Discusion de
curvas

Edit foom Analisis # Edit Zoom Analisis #
ea 0
] AL Ay

La rama de curva analizada en el intervalo 0 <x <1
tiene dos puntos de inflexion

P11(0.340, 10.004) y P15(0.587, 3.009).

Después de ser determinadas las coordenadas x del
punto de inflexion a través de los extremos de la T g T g
primera _derivada, y el cero de la sequnda |ERITTa0 Y oo meen g
respectivamente, fue calculado finalmente el valor |g7rog m | [Fod Foot =
pertinente de y a través de la curva de salida.

Ejercicios

7.1 Analice la siguiente funcion y = fix) = — (8x" — 4x?)/(x* — 1).
Determine en particular el recorrido de la funcién y los puntos de inflexion.
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8 Representacion grafica de funciones z = f(x, y)
(Grafico 3D)

(Como se obtienen graficos 3D?

Las funciones de dos variables (z = f{x, y)) se visualizan como superficies
(curvadas) que se pueden trazar con la ClassPad 300 en una representacidon con
perspectiva.

Para ello se abre en el menu principal de todas las aplicaciones el menu Grafico
3D. En la hoja de trabajo se introducen los términos de la férmula (f(x, y)) que
hacen explicita z.

El rango de valores en el eje de las x se subdivide en los intervalos rejilla x.
Igualmente el rango del eje de las y, en intervalos rejilla y.

Asi pues la funcion z = f{x, y) es calculada para rejilla x * rejilla y: “puntos de
rejilla”. Los puntos de rejilla son unidos posteriormente por segmentos de recta.
De esta manera se origina una red de lineas (Modelo de alambre, wireframe
model) como ilustracion de la superficie en el espacio.

Intente medir en cada caso de manera exacta el rango de valores sobre el eje de
las z.

Los limites del rango de valores xmin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax definen
el espacio de observacion, que sera ilustrado tridimensionalmente,
geométricamente, mediante un cuboide. En Configuracion (Formato 3D, Ejes)
es designado Cuadro. Seleccionando Cuadro en la linea de didlogo Ejes del
submenu Formato 3D, se hara visible el “cuboide” en todas las imagenes. La
linea de vision directa desde la cual sera observado el cuboide (espacio original)
viene determinada por dos dngulos:

En la pantalla se representa el plano (horizontal) z = f{x,y) = 10.

angulo @ : angulo de azimut entre el plano z-x y el plano del
observador, que viene determinado por el punto de visualizacion

y el eje z. (Valor por defecto del angulo 8 =20° )

angulo¢: Angulo de inclinacidn entre la linea de unién que va

del punto medio del cuboide al punto de visualizacidn, y el eje z.

(Valor por defecto del angulo ¢ =70°)

Ambos angulos se deben dar siempre en DEGREE.
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El usuario no tiene ninguna influencia sobre la distancia entre el punto de
visualizacion y el punto medio del cuboide.

La distancia se escala siempre de manera que la imagen de la caja encaje
exactamente en la pantalla. La representacion puede posteriormente
aproximarse o alejarse.

Al seleccionar el ment Grafico 3D, la ventana de entradas de la hoja de trabajo
espera la introduccidn de una o varias funciones del tipo z = f{x,y).

Aunque se introduzcan varias funciones, s6lo es posible elegir y representar
graficamente una.

A modo de ejemplo se ha introducido mas arriba la funcién z = 10. La ventana
de entrada del editor de la Ventana de Visualizacion muestra, al ser invocada
por primera vez, los valores preconfigurados para la perspectiva de
visualizacién y los limites de pantalla. La funcién z = 10 es la tapa del
“cuboide” (superficie del techo).

Asi pues, Grafico da la imagen en perspectiva del cuboide desde la direccion de
visualizacion por defecto. La superficie del tejado se marca mediante la rejilla
predeterminada con rejilla x = 14 y rejilla y = 14, lineas de rejilla en direccion
xey.

Se ve como el cubo de longitud de lado 20 UL (unidades de longitud) queda en
esta perspectiva fuertemente deformado con el ajuste a los limites de la pantalla.

Si el cubo esta algo cruzado (dAngulo & = 45°, angulo ¢ : = 45°), aparece en otra
perspectiva.

En los ejemplos siguientes, la pantalla se divide de tal manera, que la pantalla
rectangular ofrece una imagen precisa del original, pese a la menor anchura.

En los analisis siguientes de la representacion grafica, permanecen invariables

los datos del “cuboide de visualizacion™; en la primera imagen los valores por
2

defecto del angulo de visualizacién son respectivamente: angulo 8 = 30°,

angulo ¢ = 70°.
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z=zmax —a*x*2 — b - y*2, una “montafia“(paraboloide de revolucién):
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z=a-*x"2—-b-y"2, una “silla de montar“(superficie de la silla con @ = 1/10,

b=1/5).

Aqui, en la segunda imagen, para mostrar la silla de montar mas exactamente,
se ha inclinado la direccion de visualizacidon a angulo & = 60°:
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una “cordillera con desfiladero“(con a = 3):
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z=x"3 +y*3 —a - x -y, una “cordillera con plataforma de observacion“ (con
a = 3). Ya que en la primera imagen la cordillera sélo se podia ver por detrés, se
ha rotado completamente la vista en la segunda ventana:
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En el grafico de la derecha se ha aumentado el

rango de las z al intervalo

—-50<z<50:
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Ejercicios

8.1 Represente graficamente la siguiente superficie y encuentre los ajustes

adecuados para el cuboide de representacion:
z = sin(x) + sin(y) + sin(x + y).
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9 Calculo simbdlico con términos de formulas

(Por qué a veces la integracion simbolica nos lleva a unas funciones
primitivas distintas de las esperadas?

Interactivo

[ Edit Accién Interactivo Las transformaciones de términos mas sencillas, que

Eu.s lllg:;dg:;:: el 4

factordutia-c+b-cac?

en este capitulo seran tratadas de forma introductoria,
son la factorizacién y la expansion:

1k

[ a+h)

factorOutia-c+becya-ch
1
a'ﬂ'[;'b”] ac+b-c=(a+b):c y (a+b):c=a-c+b-c

factor{a-ctb-c2

[ a+h)
simplify Ca- cthecd oetatb) Para ello, abrimos el menu principal, y ahi, en la
expand((athl:c) cabecera, encontramos el menu Acciéon, submenu

a-ct+hb-c

Transformacion, con las drdenes factorOut(...),
factor(...), simplify(...) y expand(...):

expandla-c. [ é b+l ])

a-ctb-c

D

3 simplify
Calcula cxpand
T Compleid Iﬁm
Lista—-Crd rFactor
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Una orden que va mas alla en el calculo simbdlico es, por ejemplo, tExpand
(sin(x + y)), para obtener un conocido teorema de la suma trigonométrica:

sin(x + y) = sin(x)* cos(y)+ cos(x)* sin(y)

La ClasspPad 300 también “conoce”, por supuesto, la formula de Euler:
er(i*y)=cos(y) +i-sin(y), y lacalcula: expToTrig(e*(i * y))

La transformacién expToTrig(e”(x + iy)) da la representacion no muy habitual:
(cos(y) +i * sin(y)) * (cosh(x) + sinh(x))

Como es bien sabido aqui resulta: cosh(x) + sinh(x) = e”x.

Las consiguientes 6rdenes trigToExp(...) ponen en evidencia conexiones entre
la funcidn sin y la funcién compleja e, que se pueden encontrar también en una
coleccidn de formulas.

En ese sentido se podria usar también la ClassPad 300 como una coleccion
electronica de formulas o bien un banco de datos.

Se le pide a la ClassPad 300, por ejemplo, la representacion de la funcién sin a
través de la funcidén compleja e, y se obtiene enseguida la respuesta deseada:

trigToExp(sin(x)) =—i * (e"(i *x) —e(—i * x)) /2 (=—i * sinh(i * x)).
Sin necesidad de 6rdenes adicionales, la ClassPad 300 simplifica a la inversa:
sinh(i * x) =i * sin(x).

Las siguientes transformaciones se ocupan de integrales elementales:



La conocida integral elemental tan(x) se calcula mediante la orden de
integracion Itan(x)dx, en la ClassPad 300 mediante J(tan(x),x), 0 como

integral definida con limite superior simbélico j(tan(t),t,O,x).

Pista para iniciado

Si se desea la integral elemental con constante de integracion Cy, s6lo hay que
resolver la “ecuacién diferencial” ' tan(x) con el solucionador de
ecuaciones diferenciales dSolve(y' = tan(x), x, y), y se obtiene la respuesta
deseada:

y = -In(|cos(x)|) + const(1) = -In(|cos(x)|) + C;.

La ClassPad300 designa constantes simbolicas reales como const(1),
const(2), ...

El resultado concreto y = -In (Jcos (x)|) + ¢ (con p(0) = ¢, y la constante de
integracion ¢) se obtienen también como Problema de valores iniciales
dSolve (y' = tan(x), x, y, x = 0, y = ¢). Con y(ﬂ:)= ¢ se obtiene igualmente
dSolve (' = tan(x), x, y,x =7,y = ¢) = {y = -In(Jcos(x)|) + c}.

Sugerencia:

Si se calcula en modo complejo en lugar de en modo real, no aparecen las barras
de valor absoluto en las primitivas. De esta manera, la funcion primitiva
y = -In(cos(x)) estaria definida en el conjunto de los reales s6lo de manera
incompleta; para ser precisos, solo para cos (x) > 0.

Para el problema de valores iniciales y' = tan(x), (@) = ¢, se obtiene ahora
dSolve (y' =tan(x), x,y,x=7m,y=c)={y =-In(cos(x)) +c+i*m}.

Las siguientes pantallas muestran, a modo de ejemplo, funciones primitivas que
se calculan en modo real y en modo complejo respectivamente. Se dan tres
hechos conspicuos:

a) en el modo complejo no proceden las barras de valor absoluto, ya que en
este caso el logaritmo también esta definido para numeros negativos.

b) una integral no definida en reales es resoluble en complejos.

¢) Mientras que en reales la notacion es |a|, en complejos resulta “Raiz de a*”
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La ultima pregunta formulada puede aclararse como sigue:

En modo complejo la variable simbdlica es un numero de la forma a = re(a) +
i * im(a), es decir, para |a| rige ahora (siempre y cuando im(a)# 0):

la| = [(re(a))? + (im(a))* = a® = \(re(a))* - (im(a))? +i-2-re(a)- im(a)

Mas aun: En complejos va® es la raiz principal (compleja); por ejemplo, se
desprende de a® = (-1—i)? = 2i laraiz principal\/2i =1+i=—-a 0a| = \/E)

[ ™ Edit Accidn Interactivo
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j(ln(—|x|),x) no es dificil de entender.

Para el lector curioso viene a continuacion una
aclaracion de la Teoria de las funciones complejas
(abreviado: Teoria de funciones):

A [
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En el concepto de integral compleja I(f (z),z), se

entiende siempre la integral curvilinea compleja  (integral de
contorno) I f(z)dz = I f(x+i*y)dx+i*dy) con el requisito de que f(z)

posea una primitiva (se dice en este caso que f{z) es una funcidén regular
(analitica, holomorfa)). Para la integral de contorno no se da en este caso ningin
camino de integracién, ya que la integral (curvilinea) compleja tiene la
caracteristica de la independencia de caminos para una funcion regular f{(z).

La regularidad de f{z) puede probarse de nuevo mediante las ecuaciones
diferenciales de Cauchy-Riemann:

ore(f(x+i*y))/ox=0im(f(x+i*y))/0y y
ore(f(x+i*y))/oy=—-0im(f(x+i*y))/ox
Aqui se demuestra fécilmente que f(z)=z|= (x2 + yz)l/2 para z#0 no es
regular:
ore(f(x+i*y)/ox=0(x+p*)  rox=x*(x?+ )" =
z0im(f(x+i*y))/0y=00/0y=0

ore(f(x+i*y)/oy=20 (x2 +y2)l/2 /0y= y*(x2 +y2)_l/2 #
z-0im(f(x+i*y)/0ox=00/0x=0
De esta manera resulta claro, para sorpresa de todos los lectores no versados en
la Teoria de funciones, que f(z) = |z| en complejos no posee ninguna primitiva y
la integral (indefinida) j(|z|, z ) no es calculable (jaunque si en reales!) Por
tanto la ClassPad 300 ha reaccionado correctamente, en modo complejo, al no
transformar la integral I(|z|, z )
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9.1 Descomposicion parcial de fracciones

En el siguiente ejemplo se analiza la descomposicién de una funcidn racional
fraccional impropia. Sea y = f{x) = ps(x)/ps(x). Con pu(x) se designan
polinomios de grado k (k=5 y k = 4 respectivamente).

Con la orden propFrac(...) tiene lugar una descomposicion de la funcion
polindmica mostrada mas abajo y los sumandos racionales fraccionales propios.

Pista para iniciado

Para la descomposicion parcial de fracciones (DPF) de la parte racional
fraccional propia, no hay ninguna orden especial para que se use la
transformacion a la funcion primitiva (integral indefinida): La integral
demanda en segundo plano la DPF del integrando. Esa DPF se puede
recuperar derivando la primitiva posteriormente por sumandos.
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La ecuacion para la DPF se ve en este ejemplo:

=3 x+9)/4+(A-x +B)/(x*=2x +5) + C/(x — 1/2) + D/(x — 1/2)



62

y resulta tras el calculo anterior con la ClassPad 300:

A= 345/289, B=-3025/289, C=549/4624, D=-125/544.

El camino inverso aqui seria la evaluacion de la ecuacion mediante una
comparacion de coeficientes. También en este caso la ClassPad 300 demuestra
ser una herramienta eficiente.
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predetermina cada vez

El trabajo interactivo con la ClassPad 300 discurre
como sigue:
La funcién racional
descompuesta con la
Posteriormente se factoriza
fraccional propia para obtener
denominador.

fraccional impropia es

orden  propFrac(...).
la parte racional
los factores

Ahora ya se puede fijar la formula de la DPF, y
almacenarla en z:
(A*x + B)/(x’= 2x + 5) + C/(x — 1/2) + D/(x — 1/2)?

La férmula de z se multiplica ahora por el
denominador principal, para lo cual se copia éste
simplemente de la linea de respuesta de la orden
factor(...). jLa nueva aplicacion de la orden
propFrac(...) simplifica el polinomio denominador!

Ahora se iguala el numerador de la linea de
respuesta de la orden factor(...) con la respuesta
(ans) de la orden propFrac(...), y se almacena
como ecuacion Ec.

En lugar de la anunciada comparacion de
coeficientes, se construye un sistema de ecuaciones
que consta de cuatro ecuaciones Ec, para lo cual se
otro valor de x. De esa manera se obtienen

inmediatamente los coeficientes buscados, A, B, C, y D, como anteriormente se

han determinado.

9.2 Solucion de un sistema no lineal de ecuaciones.

Dado el siguiente sistema de ecuaciones, con tres ecuaciones Ecl, Ec2, Ec3, y

las tres incognitas x, y y z:

(Ecl) 8x—)*+84=0 (Ec2)x—p(z+10)+4z=0 (Ec3)2y—z"-20z+16=0

Con ayuda del método de eliminacidon se obtienen, en pocos pasos, con la
ClassPad 300, las cuatro ternas de soluciones del sistema.



También aqui la calculadora simbdlica demuestra ser una herramienta de gran
utilidad:
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El método de solucion asumido es ejecutado en el menu principal sin errores.

9.3 Solucién de un problema de optimizacion no lineal.

Dada la funcién objetivo no lineal z = f (x, y) = 600x - 400y - 7000 en el rango
permitido R, que puede describirse mediante las siguientes restricciones:
M2x+5r <66 (2)2x<36 @)x+2y<31

@Hx>0 (B)y=0

La funcién objetivo debe ser maximizada en R.

Mediante el tipo de grafico de desigualdad, se representa R primeramente en el
menu Graficos-Tablas. Se observa que la tercera restriccion es superflua, ya
que es satisfecha automaticamente bajo la primera y segunda restriccion. R es
un area trapezoidal.
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La solucidon grafica se produce en las lineas de contorno de la dimension
objetivo z = x * y, que aparece como Unico término variable en la funcién

objetivo.

Primeramente se dibujan las lineas de contorno para z = 25, 50, 75, 100, 150:

y=zlx.
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Con valores crecientes de z, las lineas de contorno se van hacia arriba a la

derecha.

La solucién dptima se origina si la linea de contorno sdlo toca el area R en un

punto.
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En el menu principal, se hace que se corten la linea
de contorno y la linea limite: la linea de contorno
X *y=_cy larecta2x + 5y = 66. Se elimina y. La
solucion para x es independiente de ¢, y resulta
unica cuando el término raiz es cero.

De ello se desprende que ¢ = 108.9

El resultado final resulta pues: zope = 26129000
para Xepe=16.5 'y yopt = 6.6.



1 0 Calculo simbdlico con sucesiones numeéricas

(Como se determinan las férmulas de calculo para una secuencia numérica
0 para una sucesion de sumas parciales?

Mediante las ordenes de la ClassPad sequence(...) y sumSeq(...), pueden
establecerse las formulas de calculo para determinados tipos de sucesiones
cuando se conocen los valores numéricos de algunos elementos de la secuencia.

Sugerencia:

La inferencia de la regla general a partir de elementos concretos de una
sucesion no es unica si no se tiene en mente de antemano la regla de formacién
para un determinado tipo de sucesiones numéricas.

Por ejemplo, tenemos que la sucesion a; =2, a; = 4, a3 = 8, a4 = 16, ..., que en
los primeros elementos se comporta como sucesion geométrica, no tiene por
qué serlo. El curso posterior de la secuencia podria discurrir de manera
diferente.

Las drdenes citadas anteriormente examinan leyes de formacidon que tienen
caracter polindmico.

La orden sequence(Lista) proporciona un polinomio del grado mas bajo
posible, que corresponda a la sucesion numérica (con rango de indexacidon
k=1,2,...) expresada a través de la lista introducida, por ejemplo Lista = {ay,
ay asz asy =14{3,5,7,9} .

La orden sequence(Listal, Lista2) proporciona un polinomio que asigna a
cada elemento de la primera lista el correspondiente elemento de la segunda
lista (polinomio a través de pares de puntos dados (k, ay)).

La variable simbolica es de esta manera x, siempre y cuando no se
predetermine otro nombre de variable como parametro adicional en la orden
sequence(...):

sequence(Lista, k), o bien sequence(Listal, Lista2, k)

Ejemplo (sucesion aritmética)
Se trata de determinar la ley de formacion (polinomio) de una sucesion
numerica, que viene dada mediante Lista= {a,, a, a3, a4, as} ={3,5,7,9, 11}.

Seleccione la opcion [Accion], [Lista-Calcular], [sequence] en el Menui
Principal.:

El resultado es a, =2k+ 1, k=1, 2, ...

En la imagen de la derecha se aprecia que la entrada de la Listal no es
necesaria, ya que solo contiene los indices iniciales.

En el siguiente ejemplo se predeterminan los indices impares, con lo cual Listal
debe aparecer necesariamente en la orden sequence(...).
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Ejemplo

Se trata de determinar una ley de formacion (polinomio de pares de niimeros
dados) que asigne a cada elemento de la lista {kj, kj, ks, kst = {1, 3, 5, 7}, es
decir a cada indice impar k, el elemento correspondiente de la lista {ay,
as as, a7} ={0,- 1, 2, - 3}.

En el Menu Principal seleccione [Accion] [Lista-Calcular] [sequence]:

Resultado: ax=(-kK +11 K -33k+23)/4, k=1,2,..,
o bien, factorizado:
ax=—(k—1 -(K-10k+23)/4, k=1,2,..

Este tltimo resultado muestra que la ley de formacion para los indices impares
produce, en efecto, los valores predeterminados.

10.1 Sucesiones de sumas parciales

Ahora estableceremos, para los ejemplos tratados anteriormente, las
sucesiones de sumas parciales s, =a; +a, + ... +a,, n=1,2, ...,y paracello
utilizaremos la orden sumSeq(...).

Ejemplo (Sumas parciales de una sucesion aritmética)

Se trata de determinar una ley de formacion (polinomio) para la sucesion
de sumas parciales, si la sucesion numérica viene dada mediante la
Lista = {ay, ay, a3, a4, as} = {3,5,7,9, 11}.

En el Menu Principal seleccione [Accion] [Lista-Calcular] [sequence]:
Elresultadoda s,=n’+2n, n=1,2, ...

Finalmente se obtienen las sumas parciales sy, 52, ...; véase la imagen de la
izquierda.

Ejemplo

Se trata de determinar una ley de formacion (polinomio) para la sucesion de
sumas parciales,si la sucesion numérica viene dada mediante las listas
asociadas {kl, k2’ k3, k4} = {1’ 3$ 5’ 7} Yy {al, as, aS,a7} = {0, _1, 2’ _3} La
primera lista vuelve a ser la lista de indices.

En el Menu Principal seleccione la opcion [Accion] [Lista-Calcular]
[SumSeq]:

Resultado: s, = (—3n4 +38n° — 13510 + 100n)/48, n=1,2,...
También es interesante la representacion factorial de las sumas parciales:
sn=—n-(m-5)-n—-1)-3n-60)/48, n=1,2,..

Finalmente se obtienen las sumas parciales sy, §2, ...; véase la imagen de la
izquierda.



Pista para iniciado

Con la orden sumSeq(...) se pueden obtener las formulas de las sumas de las
sucesiones numéricas de las potencias fijas, por ejemplo > (k, k, 1, n),
> K, k1, n), X (K, k, 1, n), T (K, k, 1, n), etc. Aqui sélo hay que
predeterminar la sucesion de las potencias fijas que se obtienen con la orden
seq(...), por ejemplo seq(k, k, 1, 5), seq(kz, k, 1, 5), seq(k3, k, 1, 5),
seq(k*, k, 1, 5), etc. Por ello debe tenerse en cuenta que la potencia fija
a;, = k™ es un polinomio de grado m y, por tanto, hay que predeterminar
como minimo m + 1 niimeros en la lista de secuencia numérica seq(k", &, 1,
m + 1). En la base esta el hecho de que mediante m+1 pares de datos (k, ax),
k=1,2,..,m+ 1, se puede fijar un polinomio de grado m de manera tUnica,
con lo cual aqui este polinomio degenera a k™.

67

[ % Edit Accidn Interactivo

[ % Edit Accidn Interactivo

[ % Edit Accidn Interactivo

[ % Edit Accidn Interactivo

{1,4,9,16,257
L1:24 3245 53%listal
T1:2:3, 4,53
sequencetlistaZy ki
2
=sumSeqllistaZ.nl

3 2
n_,n-_n
3 2 &
factor{ans?
[Zem+l)=m=(r+l)

&

yka 1. T0%listaz
11.8,27,64,125}
L1.2.3: 4253 listal
{12 3 53
sequenceltlistaZ. ki

Rl | e | e X | e R b
C1:4,5, 16, 2532lista2 Al |loeqek® - all 1222324, 00%listal -

seqok® ks 1,503listaz
11,16,21,256,625}
1220 3ada Si2listal
T1s2y324, 57
sequencellistaz, ki

K3 Kkt
=sumSeqilistaZ.nl =sumSeqilistaZ.nl
4 3 2 =1 4 3
n_ o n- 0, - _n
4 z 4 5 2 3 =8
factoransl factoransl
nZ(n+1)? (2'n+1)-[3-n2+3-n—1]-n-u
El et ]
D {1;2,3;4,5;6,?}#‘“

1,20 304,546, 7)
I'|5 I'|4 I'|3 M

—_—

1122232453
sequencetlistaZ. ko

e
=sumSeqllistaZ.nl
n®.on? n¥ 0
] 2 2 38
factoriansl
(2-r+1)-[3-n 2431 )-nen,
i)

1,2 31405, 6, 7380
{152;354!5!6!?}

n?.on? nd 0

5 2 3 28

11417, 98,354,979, 2275, 4+
0

Algeb Estiéndar Real Rad g

Algeb Estiéndar Real Rad g

Ejemplo
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Use la orden seq(...) sobre la sucesion numérica {al, a2, a3, a4} = {2, 4, 8, 16}

e interprete el resultado.

La conjetura de una sucesiéon numérica geométrica a;=2*

no puede ser

reconocida por la orden sequence(...), ya que proviene de una ecuacion
polinémica y, por tanto, define la ley de formacion ax = (k* — 3k* + 8k)/3.

10.2 La orden rSolve(...)

Otra orden relacionada con las sucesiones numéricas es rSolve(...). La “r”
significa “recursiva”. Asi, la formula puede calcular la ley explicita de
formacidn para una sucesion (la llamada ecuacién de diferencia) a partir de una
férmula recursiva de primer o segundo orden de dicha sucesion.

Ejemplo

Se trata de determinar la representacion para el k-ésimo elemento de la
sucesion numérica con la formula recursiva ay+1= 3ay — 1, y el elemento

inicial a;=1.
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La orden rSolve(...) se encuentra en el Menu Principal [Accion] [Ecuacion /
Desigualdad.]. La formula recursiva debe introducirse mediante las variables
de sistema a,+; v an. Estas variables se encuentran en el teclado virtual,
pestaiia cat, en Forma: Sist.

Resultado: a,= (3" '+ 1)/2, n=1,2,....

De aqui en adelante se puede generar con la orden seq(...) directamente la
sucesion numérica.

Prueba:

a=@"""1rpy2=@3-3"""+D)2=3-Q-a,-1)+1)2=3-a,-1.
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Ejercicios

Se pueden encontrar mas sugerencias y ejemplos
sobre el tema Sucesiones numéricas en el capitulo 6 del Manual: “Analisis con
sucesiones numéricas”. El ment para sucesiones numéricas le ofrece las
herramientas necesarias para el trabajo con representaciones explicitas y
representaciones recursivas de sucesiones numeéricas.

10.1 Verifique el siguiente limite mediante la ClassPad 300:
lim(1+1/n)" =e (Aqui e es el numero de Euler 2.71828...)

10.2 Solucione, con la ayuda de la orden rSolve(...) de la ClassPad300, el
sistema de ecuaciones consistente en dos férmulas recursivas, dando para
ello las representaciones explicitas para a, y by,.

Férmulas recursivas a, + 1 = 3a, + b,, b, + 1 = a, + 3b,; condiciones
inicialesa; =2, b, =1
(Sugerencia para la sintaxis:
rSolve ({an+ 1= 3an + bm bn+ 1=a, t 3bn }9{a1 2 bl 1}))
10.3 Calcule el primer elemento de la sucesion a, = (- 1)" (n + 1)/(2n - 1),

n =1, 2, .., y determine si converge la sucesion de sumas parciales
correspondiente.



11 calculo de probabilidad y Estadistica

(En qué consiste la diferencia entre un modelo de teoria de la probabilidad y
una simulacion estadistica?

11.1 El problema de Monty Hall

Dicha diferencia deberia clarificarse a través de un ejemplo. Para ello
consideramos el juego “Dos cabras y un coche” (Monty-Hall-Problem, Let’s
Make a Deal), extraido de un concurso televisivo que fue emitido hace mas de
diez afios en la television norteamericana, el cual desencadend multiples
discusiones respecto del caracter estocastico del juego.

Se trata de tres puertas etiquetadas con los nimeros 1, 2 y 3. Detras de una de
las puertas hay un coche, y detras de las otras dos, sendas cabras.

Las reglas del juego son las siguientes:

1. Eljugador elige una puerta (detras de la cual supone el coche).
. El presentador abre entonces otra puerta (detras de la cual hay una cabra).
3. El presentador deja a continuacidn a criterio del jugador la posibilidad de
cambiar su puerta por la otra cerrada.
4. Finalmente se abre la puerta con la que se ha quedado definitivamente el
jugador. Gana el coche en caso de que esté detrds de esta Ultima puerta
elegida.

Mediante la ClassPad 300 queremos simular n (digamos n = 100) situaciones
como la del concurso para ver si la estrategia del cambio de la puerta es o no
ventajosa respecto a la probabilidad de ganar.

Asi pues, la simulacion nos da un punto de referencia sobre qué estrategia
podria ser la mejor para el jugador:

“mantener la puerta elegida originalmente”
0
“rechazar la puerta elegida inicialmente para cambiar a la otra cerrada”
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Con este experimento el lector aprende a entender mejor las casualidades de la
vida real. Se da cuenta de que a veces una conjetura razonable (*“la
probabilidad de acertar entre las dos puertas aun cerradas es 50 a 50 con
total seguridad”) es en este caso engafiosa je incluso falsa!

Marilyn Vos Savant, periodista cientifica, afirmé al efecto por aquel entonces
de manera muy clara que con el cambio a la otra puerta la probabilidad de
ganar se doblaba. Ello condujo a grandes discusiones publicas. ;Qué piensa
usted al respecto?

Para poder ejecutar el programa de simulacion en su ClassPad 300 debe copiar
los siguientes archivos de Internet en su PC.

“Paditz_02_06_2003.mcs“ y “Paditz_02_06_2003.fls“

Con estos archivos puede empezar la simulacion en el emulador virtual de la
ClassPad 300, o bien transferir desde el Administrador de la ClassPad el
programa Monty Hall. También puede teclear en su ClassPad 300 el programa
de mas abajo abriendo el Editor de Programas (Menu Programa) e
introduciendo las 6rdenes de aquél.

Los datos citados anteriormente se encuentran en:

http://www.informatik.htw-dresden.de/~paditz/Paditz 02 06 2003.zip

| MENG [

Carnmunicaci...

W Edit Ejecutar |

Elija para la ejecucion del programa la opcion
“Monty Hall” de la carpeta “main”.

Carpeta: [main -

Mombt-e - =TI

Parametro: ]

Educativo Cargador programa 1]
[~ Edit [« Edit
[E] ¥l | ]
Hallo - let's make a deallll
let's make a deallll
The MMonty Hall problem
Hallo
let’s make a deallll ClassPad388-program by
Ludwiag Padit J 2E83
The MMonty Hall problem HEWIg Faditzy ane
Hurnb f pl 7
ClassPad388-program by Hl;lm SC ol Foavs |
Ludwiag Fadit J ZEE3
HEWIE Faditzy NS Tetl etz [iete |+ Tetl etz [lots |~
Furnber of plaws?
-
4] 1k
o] - o |-
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Comienzo:

Introduccién del nimero de jugadas que quiere simular (por ejemplo n = 100;
véase mas arriba).

Introduccioén de la estrategia para sus jugadas:

[ % Edit [ Edit Cile. ConfiGrar

gz ;

|Number of plaws?

168 1...=switch the door
H...don't switch the door

Strategy?

1

1...=switch the door

|8...don't switch the door Set random car position
in listl

1k

Al 1]
li=tl liztZ  [list3 listl [listZ2 Jlist3 -

list3

lst=

] Fad HAuto Estiéndar o] [

En listl vea las posiciones simuladas del coche (en » = 100 jugadas).

El programa se encuentra ahora en modo Pausa, es decir puede abrir toda la
ventana del editor de listas para examinar la totalidad de la lista:

[ Edit Célc. ConfiGraf [ Edit Cilc. ConfGraf [ Edit Cilc. ConfGraf
JESEl=tF [l=t3 |=
[ ]
212 2
3z 2
g% f Set random car position
li 3 i listl
g% % Flawer's tip in listz
afz 931 A ]k
aj1 Q43
1]2 ] e
2|3 252
3|1 27(1
413 28(1
alz 93
=163 16602
[
[#] B [H]
list= listl list= listl
Fad Auto Esténdar o] (| [Rad Auto Estidndar o] [

En list2 vea la seleccion al azar del jugador, y en list3 la sugerencia del
presentador.
list4 muestra la eleccion definitiva del jugador, y listS da el acierto o el fallo.
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[ v Edit Cilc, ConfGraf

[ Edit Cilc. ConfiGraf

[ Edit Cilc. ConfiGraf

Set random car position
in listl

Flaver's tip in list2

Host's hint in list3
He opens a door

Host's hint in list3
He opens a door

Flaver’s strategy:
1

Flaver?zs final choice
in listd4

B for plawer's loss

Flayer's final choice
in listd

Summary of all plays
in listS
1 for plaver’s success

1 3 ] i ] 1 |
list2 list2 list3 e
2 252 1 3
2 5|2 1 3
2 272 3 1
1 281 3 2
2 293 2 1
Calk kd
4 3 ;
lst= list=
Fad Autoc Estindar o] || [Rad Auto Estandar o] |-

list6 contiene la suma acumulada de listS en » = 100 jugadas. Aqui se acierta
65 veces mediante la estrategia 1 (es decir la estrategia 0 comportaria acierto

en 35 de n =100 casos).

[ % Edit

[ % Edit

[ v Edit Cilc, ConfGraf

Surmrary of all plays

in listS
1 for plaver's success
E for player’s loss

Sum of win—plays

1]

Flaver?s strategy
1

Finalizado

B

1]

Flayer's strategy
1

MHurmber of win—-plays

[=3]

MHurmber of loss-plays

in_liste i
AL 1k 1
listd  [list5 listd  |listS  [liste B

list=

Fad FAutc Estandar ] e

list=

lizte |

|

Las listas list7 a list9 son listas combinadas para cada resultado de jugada:

Cada cifra describe la correspondiente eleccion. La cifra 0 sirve como sefal de
separacion. Por ejemplo 10321 significa:

Coche = 1, el jugador eligi6 3, se abrid 2 y el jugador cambid a 1.

[« Edit

( v Edit Calc. ConfGraf

2]

[ Edit Cile. ConfiGraf

Flaver's strategy
1

MHurmber of win—-plaws
E5

Murmber of loss-plavs
35

A 1)

list7  [lists  |list?
1183 1632 (18321
21283 2E31 [2E312
32632 2E32 [2E321
41281 2813 (28132
382 36821 [SA213
¥

list=
Fad HAutoc Estiéndar

B for plawer's loss

Surn of win-plays
in liste

Surnrnary

MHurmber of plaws
168

Flaver?s strategy
1

MHurnber of win—plays=s
55

MHurmber of loss-plays
35

4 [

Al |

el

—_
D b0 e 0 00 =) T O e D bl

11=(18321

Ead HAuto Estandar

|




El resultado de jugada 10321 significa, asi pues, que el jugador gana el coche
(con la estrategia de juego 1, es decir, cambiar puertas después de que el
presentador ha abierto una).

Por ejemplo, 30312 en list9 significa: posicion del coche 3 (la cifra siguiente 0
no tiene significado), la eleccidon del jugador es la posicion 3, el presentador
abre por seleccion al azar la puerta 1 (aqui podia elegir entre la 1 y la 2), y acto
seguido el jugador cambia (estrategia de juego 1) jy con ello pierde!
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TeXtO del programa I Abrir archivo 3] ¥ Edit Ctrl E/S Misc. |
{ } = listl [ Tipo: [Proar. (Hormaly -] ] @I 0y IE;-"I [ ] I M, I-}
{} = list2 | Carpeta: [main =1l |[FentzHal JH]
{} = list3 MNombre : [T ] it
. £32]ist3
{ } = 11St4 Eig%lStg
: ISt
{} = list5 £331i=th
{1 = list6 pEeei
, ol
U} = list7 (i abe (ot [ 20 [CAEIE]| |2hEEEeer
{} = list8 SetFix @
. Print "Halla"
{ } = list9 F'tl'ill'nltI " let's make a de
M
i i i Print " "
DispListEditor EFRE © Hallo®
ClrText Er’lntI o let’s make a
- eallll
SetFix 0 [ [MAT] ESF |51MB|E:e-;.|
. Cargador proaramna i Editor de proararna i
Print "Hallo"
b n 2 ' ' 'H
Er%nt ) }'et s make a deal!!! T .
[ EMEEIEAERED
Print "Hallo MontyHal 4] |
Print " let’s make a deal!!!" Print "

Print " "

Print "The Monty Hall problem"
Print " "

Print "ClassPad300-program by"
Print "Ludwig Paditz, June 2003"
Print " "

Print "Number of plays?"

Pause

Input n

Print n

Print " "

Print "Strategy?"

Print " "

Print "1...switch the door"

Print "0...don’t switch the door"
Print " "

Pause

Input s

Print s

Print " "

Print "Set random car position"
Print " in list1"

randList(n,1,3) = listl
DispListEditor

Print "The Monty Hall pro
blem"

Print " "

F'rigt "Clas=Pad388-progra
. "

Print "Ludwig Paditzs June
ZeE3"

Frint " "

Print "Murnber of plays?"
FPause

Input n

Print n

Print " "

Print "Strategw?"

Frint " "

Print "1...=switch the doo
it

Print "A...don't switch th

Editor de programa ]
¥ Edit Ctrl E/S Misc. |
EN R =T EA R EED
MontwHal M| |
e door"

Frint " "

FPause

Input =

Print =

Print " "

Print "Set random car po
sition"

Print "

n listl"

randListin, 1,3a#listl
DispListEditor

FPause

Print " "

E’rint "Playver's tip in list2

randListin. 1,3a%list2
18@+list 1 +list2>1list7
DispListEditor

Editor de programa ]
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 _Edit_Gtrl E/5 Misc. Pause

[ELD 1B EEED]| pring "

pontulisl ] | Print "Player’s tip in list2"

Print | " randList(n,1,3) = list2
100 x list] + list2 = list7

Frint "Host's hint in list3"
FPrint "He opens a door"
For 1%x To n

ﬁ-.;:—.gtl [x1=listZ?[x] DiSpLiStEditQI‘
%Ei]jlstltx] list2[x]12*list Pause

Else : nn

¢ Z-abs{lizt1Lx1-2) y*rand Print

CBy 124intgeco-listl[x]>2

3alistalx] Print "Host’s hint in list3"

HEnd Print "He opens a door"

é?splﬂ?gggéifgfﬂ'sts For1 = xTon

et If list1[x] #, list2[x]

Editor de programa ] Then . )
6 / (list1[x] x list2[x]) = list3[x]
Else
(2-abs(list1[x]-2))* rand(0, 1 )+intg((5-list1[x])/2) = list3[x]

¢ Edit Ctrl E/5 Misc., IfEnd

ELO B EEED]| ey

MontwHal  [M] | . . .

Frint "Player’s strategy: 10 X ll‘St7 +‘11St3 = hSt8

EE:RE fF'la:,'E-r’s final choic DlSleStEdltOI’

Print Pause

T ey Print" "

é?ﬁ2t2—1i5t3$—1ist4 Print "Player’s strategy:"

Tistzslistd Print s

I11;|E*q?5t3+1i5t4;1i5t9 Print "Player’s ﬁnal ChOiCG"

DispListEditor . " : "

Palse Print " in list4

Print " " _

Pri.'.-'t "Summary of all pla If S—l

Print Then

Edtor 95 rroorons = | 0 — list2 —list3 = list4
Else
list2 = list4

“r Edit Ctrl E/S Misc. | 1fEnd

E;@'PH'?L? [ m'@"*l 10 x list8 + list4 = list9

Nty Ha. . . .

n lists" DispListEditor

zglgn} 1 for plaver’s succ Pause

ﬁ'rint "a for plaver’s loss Print nn

For 1%x Ton

If list4[z1=list1[x] Print "Summary of all plays"

Then . . .

131istS0x] Print " in list5"

Else .

B2listSlx] Print "1 for player’s success"
IfEnd - , A
Mext Print "0 for player’s loss
DizpListEditor

Pause For1 = xTon

Frint " "

Print "Sum of win-plaws"
FPrint "
n liste"

If list4[x] = list1[x]
Then

Editor de programa i) 1 = liStS[X]

Else

0 = list5[x]
IfEnd

Next
DispListEditor
Pause

Print" "
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Print "Sum of win-plays" N _Edit Ctrl E/5 Misc. ~_Edit_Ctrl E/5 Misc.
Print " in list6" ENRE IR E D N EETEAER ED
. . MontwHal M| || ([FonteHal JH] |
g‘.lml('llst?:} list6 cumlclistS) Hliste Fring " Summary"
ispListEditor rimt " "
1SPL15tE 1tor Fause Print "Murbet of plaws’
Pri P
rint " " rint n
Pa}’lse Print " Summary” Print " "
Print " " Print " " Print "Flayer’s strategy"
. ; " Er!nE "Murnber of plaws Er!nE =
rirt Fir
Print summary Primt " " Print "Mumber of win—play
F Flayer?
: nn rint "Flaver’s strategy" ="
Print Erint = Erint list&Lnl
fg M l rint " rint Y
Print "Number Ofplays F'Itl'int "Murnber of win—-play F'rilll'ut "Murnber of loss-pla
Print n Er’int list&n] Efint n-listén]
: nn rint " " top
Prin Print "Mumber of loss-pla
SPIT] s " ws"
Print "Player’s strategy Print n-list&Ln]
llzr%ntﬁ " Editor de programa ] Editor de programa ]
rim
Print "Number of win-plays"
Print list6[n]
Print " "

Print "Number of loss-plays"
Print n - list6[n]
Stop

El problema de Monty Hall y la teoria de la probabilidad

Sucesos: A; = {El coche estd tras la puerta i}, i=1, 2, 3.
M; = {El presentador abre la puerta j},j =1, 2, 3.
Probabilidades: P(Ai) = 1/3 para todas las i

El jugador elige la puerta 1 (sin restriccion de generalidad).

Probabilidades condicionadas:

P(Mz/A]) = 1/2 P(M3/A1) = 1/2
P(My/A,) =0 P(Ms/A,) = 1
P(Mz/A3) =1 P(M3/A3) =0

Formula de la Probabilidad Total:

P(Mz) =P(Ma/Ay) - P(A1) + P(M/A,) - P(A2) + P(Mo/A3) - P(A3)
=1/6+0+1/3=1/2,
analogamente:

P(M3) =P(Ms/A)) - P(A1) + P(M3/A») - P(Ay) + P(M3/A3) - P(A3)
=1/6+1/3+0=1/2.

Formula de Bayes:
P(A1/My) =P(M2/A)) - P(A)) / P(M2)=(1/2) - (1/3) / (1/2) = 1/3,

P(A3/M>) = P(Mu/A3) - P(A3) / PM2) = (1) - (1/ 3) / (1/2) = 2/3,
P(Ao/M>) = 0.
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11.2 La base matematica de la simulacion

Randlist(n,1,3) genera una lista de » numeros aleatorios discretos, enteros,
uniformemente distribuidos desde 1 hasta 3: la posicion al azar del coche
(almacenada en list1).

Después Randlist(#,1,3) genera de nuevo una lista de » numeros estocasticos
discretos, enteros, uniformemente distribuidos desde 1 hasta 3: la eleccion al
azar del jugador (almacenada en list2).

En caso de que a := listl[x] diferente de k := list2[x],
entonces el presentador abre la puerta con el numero:
m := f(a,k) = 6/(a * k) = 6/(list1[x] * list2[x]),
porque es valido en todos los casos: list1[x]*list2[x]*list3[x] = 6 (6 = 1*2* 3).
Si a := listl[x] igual a k := list2|x],
entonces el presentador abre por seleccion al azar la puerta con el numero:

m :=f(a,k)=(2-|a-2|) * rand(0,1) + intg((5 — a)/2)
= (2 — abs(list1][x] — 2)) * rand(0,1) + intg((5 — list1[x])/2),

compdrese la si

guiente tabla:

Puerta del Puerta del m=f(a,k) w(s=0) w(s=1)
coche a en ueador k en Puerta del | Estrategia del | Estrategia del
list1 1he list2 presentador jugador en jugador en
en list3 list4 list4

1 1 2v3 1 3v2

1 2 3 2 1

1 3 2 3 1

2 1 3 1 2

2 2 1v3 2 3vi1

2 3 1 3 2

3 1 2 1 3

3 2 1 2 3

3 3 1v 2 3 2v1

Resumen

La simulacion de datos estadisticos hace suponer que la estrategia del cambio
de puerta es mejor que no hacer caso a la sugerencia del presentador:

Tras muchas jugadas con la estrategia 1 (cambio de puerta) se ve, después de la
valoracion estadistica, que ganan aproximadamente 2/3 partes de los jugadores.
Asi pues el consejo del presentador debe resultar significativo, pues con la
estrategia 0 (no hacer caso de la sugerencia y mantener la eleccion inicial) s6lo
ganan 1/3 de los jugadores, lo que se corresponde con la probabilidad inicial.
Sin embargo, la simulacion y la valoracion estadistica no demuestran la
suposicion.

La demostracion viene dada por la Teoria de la Probabilidad
(Probabilidades condicionadas).

En pocas palabras: Sobre las dos puertas no elegidas recae una probabilidad de
2/3, que deberia mantenerse cuando el presentador abre una puerta. ;Quién lo
supone ya de antemano?
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12 Aplicacion practica 1

(Solucion de una ecuacion de onda, superposicion de ondas)
(Como se maneja la orden de resolucion de ecuaciones diferenciales dSolve( )?
El punto de partida de los célculos siguientes es una oscilacién eléctrica
forzada, que se describe mediante una ecuacion diferencial de segundo orden:
CIrRcUITO RCL _|_
d’yldt* +28 dyldt +o,' y =0, f(1), o 0

donde 26 =R/L y o," =1/LC.

12.1 Ejemplo numérico 1
R=1kQ, L=05H, C=312 pF, fin=0,

ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes 20 = 2/ms,
2 — . .y , . . . .y
o, =0.64-10°sec”” (oscilacion eléctrica libre atenuada, oscilacién

aperiddica, sobreamortiguacion 6 > ®, )
d*y/dt’ +2/ms dy/dt+0.64-10°sec”” y =0,
conx=¢#/ms: d’y/dx’+2dy/dx+16/25-y=0.

Ecuacion caracteristica: 4’ +24+16/25=0, A,,=-1+3/5.

-8x/5 -2x/5

Solucién generalcon A, =-8/5y A, =-2/5: y=Cie +C,e

Solucién especial con las condiciones iniciales (CI)
yo=y0)=1, po=p"0)=0: p=43e>" _13e™'"

[[ % Edit Accidn Interactivo W Edit Zoom Andlisis #
Grafico de una sobreamortiguacion. o Vo] [ :

Representacion con la ClassPad 300 {
w=consti 2] +caonst
(-2m<x<2m,xscl=w/2, —w<y<m, pscl = 1). |d5olvecy ™ au+.av=0, 2,0

Una unidad sobre el eje de las x significa 1 ms; una
unidad sobre el eje de las y, 1.5V.

Para solucionar la ecuacién diferencial (solucidon
general) se uso la siguiente orden:

dSolve(y'" +2y' + .64y =0, x, ),

g™ e HE
Algeb Estandar Cpli Rad gim] Rad Cpli qm

con el resultado

{y = const(2) e =3 + const(1) e ¥/}
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Se observa la conocida estructura de formula con las constantes de integracion
Ci=const(k).

En el caso de que se desee resolver de inmediato el problema del valor inicial
(PVI) pueden introducirse conjuntamente las CI en la orden dSolve:

dSolve(y' +2y' +.64y=0,x,y,x=0,y=1,x=0,y' = 0)
con el resultado

y=4-e25/3 ™33}

N Edit Zoom Andlisis # Ahora tratamos la solucion con las CI.
Po=p0)=0, y'o=y'(0)=1:

y=5/6 >’ -5/6 '3 la llamada “excitacién
por choque”.

Una unidad sobre el eje de las x significa 1 ms;
sobre el eje de las y, 1.5V. En cada caso se han
mostrado las soluciones basicas y su suma.

(-2m<x<2m,xscl= /2, —A<y<m, pscl=1)

e =2 F Y SE-Re

e L — 2R 175 oD

Fad Cpli Algeb Estandar Cpli Rad qm]

12.2 Ejemplo numérico 2
R=1kQ, L=05H, C=0.05puF, f(n=0,

ecuacion diferencial homogénea lineal con coeficientes 28 =2-10%/sec,

2 _ . ., , . . . . .,
®, =40-10°sec™ (oscilacion eléctrica libre amortiguada, submaortiguacion
0<m,)

d*y/dt’ +2/msdy/dt+40/ms*y =0,
conx=t/ms: d’y/dx*+2dy/dx+40y=0.

Ecuacion caracteristica: A* +21+40=0, A,,=-1%,-439.
Solucién general: ~ y = ((Tlej'*@"‘ +C,e /i ) e

real: y= (Cl cos(@ -x)+C, sin(\/ﬁ- x)) e .

En la pagina siguiente encontramos la solucion especial con las CI:
Y=y0)=1, y'o=y'(0)=0

y el valor aproximado V39 ~2n (\/5 =6.245 y 2w =6.283).



y=e*(1-cos(2m x)+1/2n-sin(27 x))
~1,01-¢™* - cos(2m x — 7/ 20)

Graficas de una subamortiguacion

Solucidn especial con las CI:
Yo=y(0)=0, y'¢=y'(0)=25/4 y el valor aproximado
V39 ~ 21 (V39 =6.245 y 2n=6.283).

y=e(0-cos(2m x)+1,0008 - sin(27 x))

~l-e* -sin(Zn x)

12.3 Ejemplo numérico 3

R=1kQ, L=05H, C=2pF, fi)=0,
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¥ Edit foom Andlisis

¥ Edit Joom Analisis #

- k|
v=const(2)- &% =in] 29 A
dSolve (x™+ 2w +4By=Ey xa vy b
{5—'=6_x . cn:rs[ TR x]+E'

dSolve (w2 EY=Ey Wy ¢

{ 25-439 e .sin 33,
" 156 -
e

!
1
T

<]
(?

o

Rad Cpli o]

Fad Crlj i

W Edit Zoom Andlisis

T == R e e K|

W Edit Zoom Anslisis |

{_y=cnn5t(2)- e . sin[ e L ==
dSolve (w2 dA=Ey 2y Yy b

_ NET)
{y=e *.cos[39 ex bt

dSolve (w2 dA=Ey 2y Yy b

{y_za- 39 e .sin( 39,

Y
1

A 3

W

I
|

BN e ER e I
F

/\ ~ 4
".l\/" x

j

Fad Cpli

—'H

Fad Cplj

ecuacion diferencial homogénea lineal con coeficientes 28 =2-10°/sec ,

2 _ . ., , . . . . .,
o, =1-10°sec™ (oscilacién eléctrica libre amortiguada, amortiguacion

critica aperiddica 6 = @)

d*yldt* +2/msdy/dt+1/ms’y =0,
conx=t/ms: d’y/dx’+2dy/dx+y=0.

Ecuacién caracteristica: 4> +21+1=0,
Ay, =-1.

Solucién general: y= (Clx + Cz) e

Solucioén especial con las CI:
Yo=y(0)=1, y'o=y'(0)=0
y=[-x+1)e™
Solucioén especial con las CI:
Yo=y(0)=0, y'o=y'(0)=1

| % Edit Accidn Interactivo

[| % Edit Accidn Interactivo

dSalve (w20 sl w0 &

{w=const(21. e %« x+constit
dSalve (W2 =By 2y Wy = b

Y=g x+E
dSolve (w20 =By xy Wy =
Lo ™)

dSolve (w2 HsE, w0 -
y=const(21-€ % x+oonstt
dSolve (W42 =By xy Wy = b

{v=e @ xre X}
dSolve (w2 =By xy Wy = b

F |
" F
-

Y
4 | 4

x
. - . .

Algeb Estiéndar Cpli Rad dqm

Algeb Estiéndar Cplj Rad gm

y=Xx-e " “amoriguacion critica”
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Sobreamortiguacion y Amortiguacion critica:

12.4 Recomposicion de una Ec. Dif. no homogénea a la
correspondiente Ec. Dif. homogénea

La ecuacion diferencial no homogénead®y/dt* + 28 dy/ dt + (oozy = c)ozf(t)
donde f(r) =0 parar <0, y f(f) =1 parat > 0 (funcion de escaldon unitario),
con las condiciones iniciales yg = y(0) = 0, y'9 =»'(0) = 0, tiene obviamente la
solucion particular ypar(f) = const. = f{f) = 1 (para ¢ > 0). Mediante la
substitucion (transformacion): y = —u + ypare= 1 — u (para t > 0), la ecuacion
diferencial no homogénea pasa a ser la ecuacion diferencial homogénea
d*(1—u)/de* +28d(1-u)/dt + o, (-u)=0,

osea d*u/dt® +28dy/dt +®, u=0

con las condiciones iniciales (para £ > 0) up = u(0) = — y(0) + ypare =
u'o = u'(0)= 0, cuya solucion se puede encontrar en paginas anteriores.

1,

Se designan como # = yhom las soluciones de la ecuacién diferencial
homogénea dada alli para las CI yp = y(0) = 1, y'o = y'(0) = 0, por tanto la
solucién de la ecuacion diferencial no homogénea se expresa:

Y = —Vhom +ypart = — Yhom T 1.

Sugerencia:

Si del PVI dy/dt>+28dy/dt+o,/y=0 ,
»y =py0) =1, y'9» = »'(0) = 0, entonces —pnom €s la soluciéon para
d’yldt* +28dy/dt +o,'y=0,y,=p0)=-1, y'y=y"'(0) = 0,y viceversa.

es la solucidon

yhom

En estos ejemplos las curvas solucidn se acercan asintoticamente al “Valor
ﬁnal” ypart = 1:

Subamortiguacion:

[ % Edit Acciin Interactivo

I[ % Edit Accién Interactivo

¥

|'n-5 T I::zlgziiil?"lcﬂ'l
T_ELE.I-L T

dSolue (WP +20M+, Gdu=_6d, 1k
- Re

=L x =11

€ -
+

£ = +1
40=1y iy =y =0y =@, W=(p
Ty=—e ®uxme Hr1 )

10

|

bl

e Edit Zoom Andlisis #

] o] [ | b
LN T

ke |
dSolwe (W 2w Bdu=, Bd, T K

—Z=x =g x
—d. 5 =]
= 4 63 +£ Z +1

T

-

Algeb Estédndar Cplj Rad dqm

—2-x
41=1 gy 0y x=By =0, x=H, W=[r =
_—4-£
y=——g %
lo =
F Y
I
4 4 4 b
. HModif. |
b I -
e w41 E
Alaebk Esténdar Cpli Rad qm Rad Cpli o]

Sugerencia: La solucidn propia de las ecuaciones diferenciales se obtuvo en

el menu de la aplicacidn Principal de la ClassPad 300 mediante
la orden dSolve(...); véase el manual de instrucciones, pagina 2-
7-391f. El grafico se gener6 igualmente en el menu principal,
arrastrando con el l4piz a la ventana grafica el correspondiente
término de la féormula marcado en negro (“Drag and Drop”-

“Arrastrar y soltar”)
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12.5 Superposicion de ondas, pulsaciones

La pulsacion es un ejemplo simple adecuado de superposicion de ondas de
frecuencias diferentes; se origina al sumarse dos oscilaciones cuyas frecuencias
tienen sélo una diferencia insignificante:

u, =i-cos(w, 1), u, = it-cos(o, - 1), donde ®, =0 -A0/2, 0, =0 +Aw/2.

Entonces es

u +u,=u-(coslo, -7)+cosl®, -7))=2u-coslt-Aw/2)-cos(t-®). ~ Edit Zoom Andlisis 4
ity =i (cos{o, 1)+ costo, 1) ( )-coslt-o) EEE 2 ] RS R
. . Hojal [Hojaz [HojaZ [Hojs 4|
Ejemplo numérico Ov2l=cos(19-m-x) [
Ov22=cos(Z1-nm-x)
Ew2d=w2 1z +v220=] [
Owz24:- 0

©,=2n-9.5 Hz, ®2, =2n-10.5 Hz, u=1V con x/t=1Hz:

Rad Cplj

Ejercicios

12.1Se busca la solucion x(f) del problema del valor inicial
d*x/dt’ +0)02x =0,x(0)=0, x'(0)=xp,con 0, =vk/m .
(Oscilacion libre, no amortiguada, de un oscilador de muelle-masa con
masa m y constante de muelle k)

12.2 Se trata de resolver el problema del valor inicial
d’x/dt* +28dx/dto,’x =0, x(0)=0,x'(0) = x,,

con o =r/(2m) yo,=+vk/m.
X(7) describe aqui la desviacion de un sistema de muelle-masa en el caso

de oscilacion libre amortiguada (masa m, factor de amortiguacion r,
constante de muelle k). Rige ademas 0 <8 < ®, (amortiguacion débil).

12.3 La ecuacion diferencial para la corriente i(f) en el circuito eléctrico RL,
con resistencia variable R= R(¢f) es L-di/dt + R(¢)-i = u(?)
Se busca i (f) para u(f) = uy, R(f) = 1/(1 + f). La condicién inicial es
i(0)=0.

12.4 Se trata de resolver la ecuacion diferencial L-di/dt + R -i = u(t) parala —

corriente i(#) en el circuito eléctrico RL. En el instante # = 0 el circuito
esta sin corriente. Determine i(#) para u(t)
a)u(®)=wuy y b)u(t)=u-sin ((n t).
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[| ™ Edit Accidn Interactivo

e 4

HE

4I(cns(2knx>,x,@,%)$—al
2-5in[%k]
n-k
1 1
A —cos(Z2knxl . x, 3! 2}%-.20
sin[Lk]
4. sin(m- k) 2

Zemek Z2emek
constndl y¥k

constnll)

al+az
4 sin[ c,cunst;( 1l-mn ]
constnl1)-mn L
0 kd

Algeb Esti&ndar Cpli Rad qm]

13 Aplicacion practica 2
(Serie de Fourier, oscilacion rectangular y en diente de sierra,
sucesion de pulsos estroboscopicos)

(Como se calcula el polinomio trigonométrico para una oscilacion
rectangular?

13.1 Ejemplo1: Oscilacién rectangular

si —T/4<t<T/4
T/4<t<3T/4

+1

f(t)=f(‘t+T)={

-1 si

A causa de su simetria con el eje y (funcion par), se representa esta funcion
aproximadamente mediante una serie de cosenos (finita).

Pista para iniciados

El coeficiente de Fourier ai es calculado en la imagen de la izquierda como
suma al+a2, donde para el indice k se usa la variable de sistema entera
constn(1). Asi, la ClassPad 300 reconoce por ejemplo que
sin(k . n) = sin(constn(l)- 72') = 0 y simplifica el resultado

f(t)zsn(t)=2ak cos(k-w, -t) dondew, =2n/T y a, =4/kn-sin(krn/2)

k=1

es decir, a, =4/m,a, =0,a, =—4/3n),a, =0, a;, = 4/(57n), ...

La primera imagen muestra f{¢) y la “oscilacion basica“ 4/m- cos(®, - 7).

Con ello se establece si ¢/ T = x, entonces @, =2xw-t/T resulta 2w x.

¥ Edit Zoom Andlisis #
B T o (e R A

La unidad sobre el eje de las x de todas las siguientes
imagenes representa, pues, una duracioén de periodo

W Edit Zoom Anilisis 4
P e R

Hoial [HoiaZ THDJaS '[ch:ld [0

Hl:-:lalTHDJaZTHDJaSTHDJdﬂ} T sobre el eje temporal. Para la representacion

OvZ3=p21{ 2 +uz2i 2] [
EwZd= s|gnurn[ %— |x— rl

Dv23 =
i

IE‘:,-25=%- cos(2em-x [

formal de la funcién continua de la derecha
f(@T) =signum(1/4 — |x — intg(x + 1/2)))
se usan las funciones signum( ) y intg( ) (manual de

Ow23=p21 (% +wzatx) —I1f]
1
E’s—'24—slgnum[ il vl 1 I

B’}'25=%-cns(2-n-le -----

Ow26: 0 Ov26:0 instrucciones, p 2-4-6). Para evitar graficos
Ov27:0 v¥27:0 . _

- = = = - - = = . Vertlcale.s' se ha trazado f(#/T) = f(x) en el modo
=~ = % -~ A= “— - -~ ~| Marcacion de puntos.

Fi . . N . . - Y d- N - . - Y

A N ~ R R N . i - h L ; j N L oF . . . , ,

: .. Lo w: v | En las siguientes imagenes se muestra como la
xc=h Y wectt 7 o= ¥ wect1.z73¥3ed funcion de aproximacion s,(f) mejora gracias a la
v24=signum L/4-abs (x=in] [ M inclusion de armoénicos superiores. Cuantas mas
had_Celd an | [Bad el W1 oscilaciones la

parciales se incluyen
representacion, mayor resulta la similitud con la oscilacion rectangular.

n
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Ny Edit Zoom Analisis +
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Wy Edit Zoom Analisis #

Hojal THDJaZ |Hoia= [Hodis 4] #|

B
Hojal [HojaZ [Hoizd [Hojg 4| #|

By?ﬁ:%.;gs(z.n.x) [

O2E=y25( ) _3‘-4:: ikl

4
Ow27= —— k[
W y26(x)+5_n o

Oy28= 2 T(x ) o - b [

Hogjal IHDJaZ |Hoja2 [Hodig 4 | #]

|:|y25=%.ms(2.n.x)[

E2E= 252 ) _3‘-4:: ikl

4
Ow27= —— k[
W y26(x)+5_n o

Oy28= 2 T(x ) o - b [

Dyzs—% cos(Zamez) [

Ow26=y25x)- _3‘-1:1 ikl

4
E2T= —— k[
W :.I2E~I::Jr:)+5_JI o

OuZE= I T )= e b [

¥ Edit Tipo MermiG #

Dy26=y25(x)—3+4n bl

[Hojal [Hojaz |
o

4
Ow27= —— k[
W :.-l2E~I:::r:)+5_JI o

B’y28=y2?(x)—?+4n vl
[loza-1]

F

AAWIWA
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LM

AN

AN

\RRFIINRN:

T

A2

[

Fad Cplj |

[

Fad Cplj |

I
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13.2 Ejemplo 2: Oscilacién en diente de sierra

fi=ft+T)=2¢/T

A causa de la simetria de puntos al origen de coordenadas (funcion impar) se
representa esta funcion aproximadamente mediante una serie de senos. Célculo

-T/2<t<T/2.

(integracion) de by en el ment principal.

f(O~s,(t)=) b, sin(ko,?r), donde o, =2n/T vy
k=1

b, =2/ kn-cos(km) =2/ kn - (-1)*"'
= 2/(3m), b,

b =2/n,b,=-1/m,b,

En la primera imagen se aprecia junto a f{7) la
2/m- sin((z)1 -t)= 2/m- sin(2n: x), del mismo modo que la “oscilacion basica”
de la oscilacidon rectangular. Para la representacion formal de la funcion
continua de la derecha f{f) se ha usado la funcion intg( ) (manual de
instrucciones p. 2-4-6). Para evitar graficos verticales se volvio a trazar
Sf(@/T)=f(x) en modo Marcaciéon de puntos. En las siguientes imagenes se

, es decir,
=-1/ (27:),

b, = 2/(5m), ...

“oscilacion basica” de

reflejan la “férmula basica” asi como las primeras tres superposiciones.

También aqui el seno en si(x) resulta claramente més parecido al diente de

sierra mediante superposicion.

Representado: p31(x) = s1(x)

y  Y32(x) = s2(x)

Fad Cplj ]

[ % Edit Accidn Interactivo
o] ] | ¥

. 1. |
A2 arsintZkmard, Ay By = DM

_4_[-:ns(n-k)_ sinCm- k] ]
Zonek o2l
constrnolixk

canstrl)
bk
—2-coslconstnil)- )

n
1230y SI¥k
{1,2.3,4,57

4 CZarsinZknar )y, Ay B, %)

A IANCTE T T
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Hojal IHDJaZ |Hoia2 [Hods{ 4| »|
uydﬂ—yz?[‘x‘]—f ikl

Ox29=x—intglx) [—1
EwIE=2. 5,-29[x+2] 1 [—1

B’y31=%-sin(2-n-xj —
Ow32:-g

xc=—@,3 oo=—1

WRE=2N 2 e+l 201 E

Rad Cpli L]

Hojal [HojaZ [Hojad [Hodg4 | k|

B’ySl:%.sin(z.n.xj [

B’y32=y31(x)—4'—5"-":

OyEE=ya20x )+ 4- slné

Oy3d=u3alx)- 250,
- F 9

Fad Celj [T}
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W Edit Zoom Analisis
[EE [ e ] e [ R

Con la segunda superposicion vuelve a mejorar
claramente:

¥ Edit Zoom Analisis #
5 HTGES o v

Hoial [HojaZ [Hoia® [Hoid 4| *

Db—'31=§-5in(2-n- 1 [
D&'32=y31(xj—4-—5|nj yi—

Byaa=,aer e 2 S0 5""E[ Ny —

&= Zinl

Dy32=y31(xj—m —

Representado: p33(x) = s3(x)
Oy3a=yazx)s 250 5"': M—
Y con las tres superposiciones, la curva toma un

Ew3d=y330x)- .. . .
aspecto muy similar al diente de sierra.

Ow35:0

&« =inl
——r[— Il
E.‘ e

Ow3d=w3ax1-

=

Representado: p34(x) = s4(x)

Fad Cpli ]
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[| ™ Edit Accidn Interactivo

S ] [ | ¥

JOE™C—3x—kiZnxdy e @y 12500~
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Zomeki+3

trigToExplckisck

[ef+e 3 &®

efre™? gF-e™d ] [ El
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simplifedckizck

g2 mkri—3_4]
Zemekeit3
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Owdl=z—intalx)
Ey42=g—3-wd10x)
-2
E‘y43=1_+
Owd4:-0g
O=43:-0
OwdE-

Rad Cpli ]

13.3 Ejemplo 3: Oscilacion en diente de sierra
exponencial

para 0<¢<T.Para T elija el valor T/3.

fO)=ft+T)=e""

Ya que esta funcion apenas muestra simetria en t (ni funcion par ni impar),
debe representarse mediante una serie de elementos de senos y de cosenos. La
representacion mediante la Serie de Fourier compleja es tedricamente mas
sencilla y habitual en la tecnologia moderna de las noticias.

f@W)=s, ()= zaejmlk’ donde de nuevorige ®, =2n/T

k=—n

y en nuestro ejemplo se usa la férmula
=(x/T)-(1-

El célculo (integracion) del valor complejo c—,; se ha obtenido de nuevo en el

e—T/r)/(1+j_k_w] -T)=(1/3)-(1—e_3)/(1+j‘2k"/3)'

menu de la aplicacion Principal (Menu Principal), donde previamente hay
que borrar la variable k en el administrador de variables, siempre que ésta
tenga una asignacidn procedente de calculos anteriores.

2kmj _

Sugerencia : e 1 para k entera

El elemento c0 (1 e )/3 constituye la componente directa cuyo dibujo

aparece incluido en la imagen de curva adjunta. () ha sido trazado en modo
Marcacion de puntos para evitar graficos verticales.

Ya que la utilizacion de la funcidon exponencial compleja puede conducir a
tiempos de calculo muy largos, se debe reducir a representacion real de s,(?):

-cos(kw, 1+ ¢,) con @, = arg(c_',:)

Cy

fOy=s,0=ci+2-Y
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Hodal [Hoja2 [Hoiad [Hodd 4| e Hodal [Hoja? [Hodad [Hodd 4| » Hodal [Hoja2 [Hodad [Hodd 4|k
T EZexemed O [T meEeaenes R T A
Owz=|w1(x]| [—1ff" Ow2=|w1(x]| —IF Oyz= w1l ——1[E
Ow3=ara(»1(=])) [—1 Ow3=arg»1(=z])) [—1 Ow3=ara(»1(=]) [—1
1 -3 z _ 2 -
Bud= T [ 1-¢ 7 Eud= T [ 1€ 7 Bud= T [ 1€ 7
k=—1 B2 km k=—2 B2 kem k=-7 B+Zekem
Ow3:0 OwS:0 Ow5: g
F F F
W W ¥
4 H A Mo b
i
A =
- w w III
——  @irC—— g Cc—— 14
Flad Crpld dam| Fad Cpli ] Fad Cpl3 ]

Entonces se aumenta el numero de oscilaciones

basicas (hasta n = 5):

En los programas de las carreras de ingenieria,
sucesiones de imagenes como las aqui mostradas
deben sustituir la demostracion matemadtica estricta
para que f{f) pueda ser aproximada con exactitud

mediante un namero

suficientemente alto de

oscilaciones parciales arbitrarias en s,(?)

W Edit Zoom Anslisis #

¥ Edit Joom An&lisis #

Hoal [Hoia2 [Hois® [Hojd4[¥]| ([Hodal [Heda® [Hodsd [Heid 4]»
T EEexenei ’ - T EZexemed ) -
Ow2= |1 ()| —IAl ||8v2= |t (—r
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13.4 Ejemplo 4: Sucesioén de pulsos estroboscopicos

0

f@O=fCt+T)=141
0

si —TR<t<-T,/2
si T /2<t<T,/2

si T,2<t<TR2

Ty es la “duracion de pulso®, Tt /T es el “comportamiento de pulso®. Para la
representacion de f(¢) se usa la féormula

f(t) = (1 + signum(cos(2 7w x) — arccos (7 /5)))/2

y se elige el modo punto para la representacion grafica para evitar graficos
verticales. Ejemplo: T /T=1/5(y o, =2n/T).

Edit Zoom An&lisis #

5 o] ] (e [
Hodal [HodaZ [Hodad [Hodd 4 [ e
Owl=cos(Z-m-x)
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[| ™ Edit Accidn Interactivo
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Pista para iniciados

En la imagen precedente se ha trazado la funcion de salida (“sucesion de
pulsos estroboscdpicos™) varias veces una sobre otra con desplazamiento
menor alrededor de la tolerancia £ 0,02 para poder dibujar la representacion
grafica en modo punto “mas gruesa”.

f@O=s,(0)= D c, e’ , donde nuevamente ®, =2x/T, y en nuestro

ejemplo ahora se calcula la siguiente férmula:

=sin(knT,/T)/(kn)=sin(kn/5)/(kn) k=0

k=—n
Algeb Est&ndar Cpli Rad @7
¢, = (T,/T)-sin(ko, T, /2)/(ko,T,/2)
W Edit Zoom Analisis 4 W Edit Zoom Analisis 4
e [ ] ] e [ [

[ o o S A

Hojal [HojaZ [Hoia® [Hoid 4 | *

Hojal [HojaZ [Hoia® [Hoid 4 | *

1 -3 [ 15 [
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Oyé:-0 Ov7:0
F v F
W W
4 M (4 4
a) i i 'l x

—'H
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Ejercicios

teclas CALC)

Los coeficientes ¢, vuelven a ser reales en este
ejemplo (célculo en el menu de la aplicacion
principal prestando atencion a que ¢, =1/5 debe

ser integrado adicionalmente para evitar una
divisién entre 0)

Las imagenes siguientes muestran el polinomio de
Fourier con n =15 y n = 60 oscilaciones parciales
respectivamente: dado que la introduccion de tantos
sumandos supone tanta “labor de tecleado”, se ha
utilizado el simbolo de la suma, que se encuentra en
el teclado virtual, en el meni mth, en CALC
(manual de instrucciones p. 1-6-9, Conjunto de

W Edit Zoom Analisis 4

[ s o S A

Hojal [HojaZ [Hoia® [Hoid 4 | *
Ovi=|oos(2em-x] [ 1ja
OwZ=cos(Z«m-x1 [—1 I
Byi= yl(x);ﬂ(x) [—1

Ow4:-0
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Owé&-0

a7 -n

Y

NN

xC=@ wuc=1
W=l (xR ien s 2
Flad Cpli

13.1 Se busca el polinomio de Fourier s,(f) parala “rectificacion de una via”
f()= (cos(Znt)+|c0s(2nt])/2. Obtenga tanto la serie de Fourier real

como la compleja.

13.2 Obtenga la serie de Fourier real y la compleja para la curva trapezoidal

A

u, - 1/(T/6) si

—u, - (t-T1/2)/(T/6) si

-T/6<t<T/6
si T6<t<T/3
T/3<t<2T/3
si 2T/3<t<5T/6



87

14 Aplicacion practica 3
(Espectro de lineas, oscilacién en diente de sierra, sucesion de
pulsos estroboscdpicos)

(Como se representa graficamente un espectro de lineas (complejo) mediante
el menu de sucesiones numéricas?

14.1 Ejemplo 1: Oscilacién en diente de sierra

El punto de partida es el ejemplo2 (Oscilacién en diente de sierra) de
la p. 83 con los coeficientes de Fourier reales b, =—2/(k7t)-c0s(kn)=

=2/(kn)-(-1)"*".

Las amplitudes y las fases de las oscilaciones parciales se representan
graficamente mediante espectros de lineas. En nuestro ejemplo, las amplitudes
de las oscilaciones parciales forman la sucesion numérica:

b,|=2/(kn), k=1,2,..

Los diferentes signos se expresan mediante los valores de fase:

0, =0°, 0, =180°, o, = 0°, o, = 180°, ..., @, = 90°-(1+ cos(k m)) = 90° (1 + (- 1)" )

Para la representacion grafica de tales sucesiones, la ClassPad 300 ofrece el
Menu-Secuencia (Manual de instrucciones, véase p.6-1-1 y sig.), con cuya
ayuda se han producido las siguientes imagenes:

[ % Edit Grafico + [ % Edit Grafico +
(I [ o e ] [0 I [ o ] [l
Recursiva | Explicita -
421 : [SE— n arE brE
Sank= o R
BErE=598. (1 +cos(n.x)) I B.2122
OcrE:= D0 Inicio: 4 d@,1991 128
! 5 B.1273
Fir 6 @. 1861 138
7 B.@383
g B.8795 19@
= - — 9 @.87aT
Recursiva | Explicita 18 B, 8636 128
n anE brE 5
93183 100 et
5 a.z127 @ EbnE=20. [ 1+cos(n-n))
4 B.1591 12@ OcrE= O i
5 B.1273 - -
1
Fad Cpli -] Fad Cpl3 [T Fad Cpl3 [T

Las lineas verticales han sido afiadidas manualmente mediante el menua
Analisis, Esbozo (Linea):
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W Edit Zoom Andlisis # | W Edit Zoom Andlisis # |
#l Borrar pantalla
E}arcacién de puntos
inea
— Texto n anE
Circula 1 B.536865
Vertical 2 @.3183
Horizontal 3 B.2122
- 4 B.1591
5 \@.1273 EI S5 A.1273
[ ——— ) A 1
n . n Y Yy
b l W
4 - 4 . 4 4
e L, = " . { .
b4 v - ° - ITT T 1
E E x=5.988519451 E
Rad Cpli i Fed Cpli  oml | |Rad Cpli  cm |

14.2 Ejemplo 2: Oscilacion en diente de sierra
exponencial

El punto de partida es el ejemplo 3 (oscilacion en diente de sierra exponencial)
de la pagina 84 con los coeficientes de Fourier complejos

e, =(1-e?)i(3+j -2km).
y las fases ¢, de las oscilaciones parciales constituyen

Los modulos |c,

sucesiones numéricas y son representados graficamente mediante el menu
Secuencia de la ClassPad 300 como Espectros de lineas complejos. En este
ejemplo las amplitudes de las oscilaciones parciales constituyen la serie
numeérica:

—_—

o =(=e?)3+j-2kn=(1-e?)/ 9+ CknY, k=.—2,-1,0,1,2,..

Los valores de fase son los argumentos ¢, = arg(c7 ) de los valores complejos

¢,
@, = arg(cj)z arg((l e )/ (3+j-2k n)) = —arctan(2k 7/ 3).

Dado que el ment Secuencia no permite valores negativos para el indice, se
representa el indice kK (—5<k <5) mediante c,E=k=n—-6.

[ Edit Grafico +

e e G R

Recursiva | Explicita

o E 1-¢ 73

ank=
Jo+(2eme (ne )2

ObrE:- O

EconE=n-5

Fad Cpli

[ & Edit Grafico #+ | \V Edit Zoom Andlisis # | W Edit Zoom Anslisis # |
R e 8 o ] R N | I B P e 2 R
crE=n—& e Y
n anE crE
B 1 B.83481 =37
2 B.8375 -4
3 a.
4 a.
5 .
18 o
i1 8. TTTT‘ ]TTT'I'
EY |I=Ei |
o Rad Cplj ]

Rad Cplj

Fad Cplj




Serie de imdgenes superior:

Espectro de amplitudes como secuencia a,E.

Serie de imagenes inferior:

Espectro de fases como secuencia b,E.
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¥ Edit Tiro nyarn #
] ] I O i

Eecursiva | Explicita

¥ Edit foom Andlisis

¥ Edit foom Andlisis

i B ][]
F

Recursiva | Explicita

1-¢ 73
Jorizene (e )2
EbnE=—tan-1[ 2w (ng) ]
EcorE=n-5

OarE=

1-g~3
Jorizene (e
EbrE= —tan-i[ Zm-ln-6) n-gn—ﬁj ]

OanE=

OcrE=n-&

FA
n brE crE I
1 1.4735 -5
2 1.4319 -4
2 1.4129 -3
4 1.3364 -2
5 1.1253 -1
] E—
1
Fad Cpli ]

F

x

-,
|

>

Al
|

w

b

-
x=1.9374825974 ﬁ

Rad Cpli o]

[x=16.82557463 |

Rad Cpli

El espectro de lineas complejo se designa también como “Representacion de la
funcion f{#) en el rango espectral”, y el calculo y la representacion de s,(7)
como “Transformacidn inversa en rango temporal”.

Las siguientes imagenes muestran una vez mas la tabulacion de los modulos y
angulos de fase (en grados sexagesimales):

La ventana de entrada para el rango del indice se abre pulsando sobre el icono

(53] arriba a la derecha.

[ & Edit Grafico Edit Tipo rsar # | ¢ _Edit Grafico 4 .
lzanl r [oEFEET M| [ G ERE
Recursiva | Explicita brE=argicqErx 128 &
Ea E=| E| n arE brE
B B.EZ51  55.457 | ™ ;r” ConEl- 130 r B B.@Z51 85.45]
EntraTahlaSecuenc E:i B‘bnE=g% é E E%E% E%zgg
Inicio: -3 .
i OcrE=___1-€ & 4 B.BT35 TE.572
Fin  :[12 B A-E ] 2o S B.1364 £d4.477
B iaes
= = g B.@735 -76.57
Recurswai Explicita 9 @.8497 -26@.95
EarE= |on] n anE___ BrE 18 B.8275 -22.19
n B B.@251 £5.45 11 B.@%81 -54.54
EbnE= 2ratenE ). 188 1 B.6381 54.545 L 12 @.8251 -85.45
n 2 B.8375 23.193
1—g=3 3 B.8497 20,356 |
OcrE=__ 1€ = 4 B.@735 76572 -
IHm—G ) Zame [ i [ iF
& &
Fad Cpli 2| Rad Cpl3 L Rad Cpl3 [}
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14.3 Ejemplo 3: Sucesioén de pulsos estroboscopicos

El punto de partida es el ejemplo 4 (sucesion de pulsos estroboscopicos) de la
paglna 8 'y sig. con los coeﬁ01entes de Fourier reales

c, =sin(kn/5)/(kn), k=.y—2,-1,1,2,.. y ¢,=1/5.

Representacion de esta sucesion (¢, ) en el Meni-Secuencia (desplazamiento
del indice k =n - 15):

W Edit Tipo naarn # | [ & Edit Grafico #+ | \V Edit Zoom Analisis # | W Edit Zoom Andlisis # |
Bl zn] n [«FEEE] M| (ARG R E ]| (B i::: o
Recursiva | Explicita anE= Sln((n 15 0ms S0 in—
o ot80x ) .
Hark=_ L 5 1 1 g.9133
(n-15)-m 2 B.@232
ObrE: O 3 B.6252
OcrE:=D0 4 B.817
5 g
£ -B.62
7 -3.837 4
8 -B.943 i
9 -@.831 sffe
n anE 16 T .I. l |
[ B j 11 9.0467
1 8.0133 12 9.1809
2 B.8232 13 8.1513
3 B.B252 14 6,187 “a,
4 B.817v 15Error .
[] I 1k {I 1k .
= B, B133641 3262555 [lineazs dibujadas después]
Fad Cel dnl | |Fad cel3 aw | |Fad celi @w | |Fad Cel3 ]
Durante la tabulacion, aparece Error para el valor ¢, = 0,2000, ya que este
valor no puede obtenerse mediante la secuencia numérica y debe ser calculado
aparte. Las lineas verticales se afladen de nuevo manualmente mediante el
menu Analisis, Esbozo (Linea).
Ejercicios

14.1 Obtenga el espectro de lineas para la curva trapezoidal f{7).

u, -1/(T/6) si —T/6<t<T/6

F0)= u, si  T/6<t<T/3
—u, - (t-T/2)/(T/6) si T/3<t<2T/3
- u, si 2T/3<t<5T/6

Sugerencia: Utilice el resultado del problema 13.2 (coeficientes de Fourier).
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15 otras aplicaciones en la tecnologia de las
noticias
(Transmision de sefiales periddicas, Filtrado)

(Como se modela matematicamente y se calcula un filtrado de paso alto?

15.1 Funcion de transmision compleja

— O O -
1 =F-ej°” t =Y-ejmt
AU : - »(@)

Las funciones de transmision describen el comportamiento entre la tension de
salida y la de entrada en un elemento de transmision lineal, en el caso en que la
tension de entrada sea una tension alterna de oscilacién armoénica, que se
representa simbdlicamente mediante un fasor complejo:

Tension de entrada ?(t) =F-e’'. Tension de salida I)(t) =Y-e/.

Entonces la funcion compleja de transmisiéon del cociente es
H(jo)=y(@)/ f(1).

Ejemplo para elemento de paso bajo (»_es la frecuencia critica

del filtro) O—C'TO

H(jo)=R/R+ joL)=1/1+ jo/®,), o T °

donde ®,=R/L.

H(jo)=1/(joC))/(R+1/(joC)=1/1+ jo/n,), M
donde o, =1/RC.
Eygf 1]
Con o/®, = x, ambas funciones de transmision tienen la forma 1/(1 + jx), EE;EE
cuyo modulo y fase son sencillos de graficar con la ClassPad 300: Owe:0
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N/ Edit Zoom Analisis + Todos los éangulos se muestran en RAD. ymin y ymax corresponden
B [ER e bE ]| respectivamente a — 90° y a + 90°, y psel a 15°. Una unidad sobre el eje de las
Hojal [Hois2 [Hoja3 [Hoid 4} v corresponde a un intervalo @, sobre el eje de las o .

A
hd

Rad Cplj ]

Ejemplos para elementos de paso alto
i H(jo)= joL(R+ joL)=(jo/®, )/(1+ jo/®,), donderige ®, =R/L.
o o

H(jo)=R/(R+1/joC)=(jo/,)/(1+ jo/®,), donde rige @ =1/RC.

¥ Edit Zoom Andlisis # . .,
R e rep| Con @/o, =x ambas funciones de transmision

Hoial [Hojaz |Hoias [Hoga 4 | ¥ Hodal |Hojaz |Hoisz [Hoid4]¥]| tienen la forma jx / (1 + jx), cuyo mddulo y fase
T e e

] ny2=arg[ L ] son faciles de graficar con la ClassPad300:
D}'2=arg[__] [—] I _1+x-1f
1+x-4 Oya=|_=
Eya=| 2t (— - i |
1+x.;-i» B‘y4=arg[ 1::}]
Dy4=arg[ Tim-3 ] [—] OvS: O

®
-
Rad Cpli o Rad Cpli ]

o——— o Ejemplo para un elemento oscilatorio

T (Circuito RCL: véase p 77 en el capitulo 12)
0

H(jo)=1/(joC))/1/(joC)+ joL+R)=1/(1-0’LC+ joRC)
Utilizamos las abreviaturas introducidas en la solucion de la ecuacidon de onda:

H(jo)=1/1-6’LC+ joLC-R/L)=1/(1-0"/0," + j23/0,) (®/0,),

con 20=R/L, u)(,z =1/(LC); véase p. 77 en el capitulo 12.



93

Con ®/w,=x , esta funcion de transmision tiene la forma
1/A-x+j(28/0,)* x, cuyo mddulo y fase son faciles de graficar con la
ClassPad 300.

Como ejemplo numérico para el paso tratado antes, elegimos:

R=1kQ,L=0.5H, asi pues 26=R/L= 2" 10%sec. Para C elegimos los
valores numeéricos:

1. C=5pF, ®, =0.4-10°sec?, 26/®, =+/10>2, (Sobreamortiguacion)
2. C=2pF, o,” =1-10°sec?, 26/0,=2, (Amortiguacion critica, cf. p. 79)
3.C=05uF, o©,"=4-10°sec?, 25/m,=1<2, (Subamortiguacion)

4. C=0.05pF, o, =40-10°sec, 258/w,=1/~/10 <2, (Subamortiguacién, cf. p. 78)

Los moédulos y las fases de las correspondientes [y Edit Tiro Memb # N/ _Edit Tipo Memi +
funciones de transmisién son bien representables
como familias de curvas: Hojal [HojaZ [Hojad [Hods4 [ b Hojal [HojaZ [Hojad [Hods(4 ¢
i T
= J18
0wz Ttoe% | X |
D:-'4=arg[ Dw3= 1= 2410 «x-
1 1
Oylg=—s—
H |12 +fTa ot 1= 42e i
1
1 Oyll=—Fs—
Ev6= 1 1-x2 4%+ 4
1 -
Ey7= Oylz=,_,2, %
2 1-x=+
|1—x +x 'I-l 10
Ewl3=arglwIz])
Ewva= |y_ Ewld=arglw1@0x])
E'y 1 5=FTa= S ERN]
Oug-n Evle=arglyl2iz))
Rad Cplj Rad Cplj
e Edit Tipo MemG # |

5= o]

EwE= |uied x|

Ewr=|w11(x)]

EwE= w120 Ewl2=argl wal x
Ewld=arglwiGr

Ow3= I i EwlS=araly»11(

Eylt=argly12]

Rad Cpli o Rad Cplj ]
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W Edit Zoom An&lisis |
E (o] R N N e =

Una buena visualizaciéon se obtiene con una
representacion en perspectiva de la imagen de la

Zoom Analisis #

SEEACATE =8|

“r Edit

Hodal [HodaZ [Hoia® [Hojd 4 |k

e

Crf=—"

Qz8=

1-x<

+xe g i

BZ9= |z8(xy v ]|
Ozla: I:I

l‘ .
[
EY
Rad Cpli o

superficie de z=|H ( jco)| como funcidén de ambas
variables, =1In(20/®,) (Grafico

3D).

x=0/0, ¢

L
*ﬁf *.r

iR
2 %&
- %L

i
*.
ﬁ

[z2= abs(zS(x,y)) |
Rad Cplj ]

15.2 Transmision de senales peridodicas

Mediante la Serie de Fourier podemos ahora calcular la tension de salida y(t)
de un elemento de transmision lineal, también en el caso de que, aunque la
tension de entrada f(t) sea periddica, no haya ya tension alterna oscilatoria.

En el caso que la Entonces se fija
tensiéon de entrada también para la
se puede expresar tension de salida

mediante una serie y(t) una serie de

de Fourier, Fourier.

— © ﬂ:} . 0

f@O=D e =@ vt o YO=Ddi-e"
k=—c0 k=-

Entonces se asigna a cada sumando de la tension de entrada un sumando de la
tension de salida con el mismo fasor, cuya amplitud compleja d i se relaciona

con la correspondiente amplitud compleja ¢« de la tension de entrada
exactamente igual que la amplitud de salida compleja ¥ lo hace con la
amplitud de entrada F de la tensién de entrada oscilatoria armodnica (cf
también p.91):

Apartirde Y =F-H(jo), se deduce 2;( :Z'k'H(jk(Dl).

Cuando la relacion entre f(¢#) e y(¢) se describe mediante una ecuacion

diferencial, ésta representa su solucion en el rango de frecuencias.

La transformacioén inversa en el rango temporal es, pues:

;(t): Z;k - H(jk®,)- e’ con i =

k=—o0

cil-e’", H(jko,) = |H(jko,)|- e .

Ck

V(O = p, () =co- H(j0)+2- ) |ex|-|H(jko,)|- cos(ko,t + ¢, +y,)
k=1
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Al realizar el trabajo practico con la ClassPad 300, debe usarse esta forma real
de la solucidon de aproximacion, ya que el célculo con fasores complejos,
aunque en principio sea posible, en la aplicacidon a este tipo de problemas
puede suponer tiempos de calculo extremadamente largos.

Como ejemplo, para H(j®) elegimos la funcién de transmision (cf. p. 91 y
siguientes)

Del paso bajo H(jo)=1/0+ jo/®,)
Correspondientemente, del paso alto H(j®) = (jw /o, )/(1 +jo/o,).

Para la frecuencia limite elegimos el valor @, =2-®,, es decir, o, /o, =1/2,

asi resulta H(jko,)=1/1+ jk/2) (paso bajo)
y correspondientemente H (jko,)= Uk / 2)/(1 + jk/2) (paso alto)

Filtrado de paso bajo de la oscilacion en diente de sierra

La tension de entrada se representa mediante una serie | Edit Grafico ¢ __ ¥ Edit Zoom Pnalisis &
senoidal (funcién impar; cf. p.83, capitulo 13), |ZR=tl: e e e | e
cuyas amplitudes son Recursiva | Explicita
2
b, =-2-cos(kn)/(km)=2-(-1)*"" /(kn BfarE=—2—
k (kr) [(km) = 2-(=1)""" /(km) LT N
y tienen los modulos |bk| =2/(km). OerE: O

Representacion como espectro de lineas en el menu de
secuencia numérica, p. 87, cap. 14:

. all=ll I
—— vT [ 1 %
EY
EY
Fad Cpli ;o] Fad Cpli ] |

La suma de 5 oscilaciones parciales da la funcion de aproximacion s,(¢) para ¥ Edit lpo Memb &

f@:

Mediante el filtrado de paso bajo, las oscilaciones parciales son amortiguadas
tanto mas cuanto mas alta sea la frecuencia.

La tensién de salida tiene el espectro de lineas representado abajo (nos
ceflimos aqui a los médulos |dk| )- En la transformacion inversa, los b, son

multiplicados
fases correspondientes.

|
Sugerencia: arg(1/(1+ jk/2))=—arg(1+ jk/2)=—arctan(k/2). Fad Cplj ]

5
(@O~ ps(£)=D.2- ()" [(kn|l+ jk/2|)-sin(2kmt — arg(1+ jk / 2))
k=1
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La funcién de aproximacion y,(¢) permite distinguir bien el efecto del filtrado

de paso bajo, el redondeo y el “suavizado” de los picos. Por lo tanto ha
disminuido la aproximacion de la funcion de paso bajo s5(7).

W Edit Tipo MemiG |

I Edlt Grafico #

[ e Edlt Grafico #

W Edit Zoom Andlisis
T o [

Hojal [Hoda2 [Hodad [Hodd 4| e
Ow2i= ElZ (- 13“ N

5

Ewii=

k=1 I

Ow23:0

|
Rad Cpli qm

ss(?) (Entrada)

L] [
H. 5694186347338

Fad Cpli ]

y/\
L |

Rad Cpli qm

Fad Cpli ]

y5(¢) (Salida)

Filtrado de paso bajo de la sucesion de pulsos estroboscopicos

La tension de entrada f(¢) se representa mediante una serie de Fourier, cuyos

coeficientes ¢, son todos reales:

cf. p. 86, Capitulol3.

¢, = (T,/T)-sin(ko, T, /2)/(ko, T, /2) ,

Representacion como espectro de lineas en el ment Secuencia para:

T,/T=1/5.

Como consecuencia, la adicion de la componente directa con 15 oscilaciones
parciales produce la funcién s, (¢):

¥ Edit Tipo My an # *
Fecursiva | Explicita

) sin[ (n—155:l- n ]

W Edit Zoom Analisis

W Edit Zoom Andlisis +
[ [ ] P e S [

A1A I I iy
I

Haodal [HoiaZ [Hodiad [Hoig 4| ¢

[z=15 |

Rad Cpli qm

Rad Cpli 11T}

Rad Cpli o



La supresion de las oscilaciones parciales con
frecuencias altas conduce al espectro de lineas de la
tension de salida y(#). Aqui sdlo se representan los

modulos |dk| .
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[ & Edlt Grafico #

[ & Edlt Grafico #

Recursiva | Explicita
5|n[ [r—15)m ]
5

BanE=
_ 2
(n—150 1. j1+w

DbnE: ] i=
OcrE: D [5]
n arnE
] [+
el
3 3l5e-3
3 4.1 EI II h .
1 4 sSed woo o9t | I.e980 000,
Transformacion inversa como en el ejemplo anterior. I |
fad CPLi  ml Epl:l Rad Crl3 ]
15
y(O) = pis()=1/5+2- sin(kn/5)/(kn|l + jk/2|)- cos(2kmt — arctan(k/ 2))
k=1
La funcién de aproximacion y,;(f) permite ¥ Edit Zoon Andli: W _Edit_Tipo MemiG # .
distinguir claramente la “carga” del elemento de [EE = il S
transmision durante los impulsos asi como la [He3al [HojsZ [Hoiad [Hoid 4 [b] - fHezal IHDJEZ Hojad [Hosd 4 V]
: " Ewi=1l 2l
descarga en la pausa entre los impulsos. Oys=1, E [ 2z ¥ y%[ k-n S
k=1
[=15] = E 2?[
BFG:HE[% =it L R [ P
—jlkm
Ow7¥: 0 ! O»&:0
Filtrado de paso alto ~ - -
. o7 o o
de la oscilacion rectangular < , K /\ [k:
La tension de entrada f(¢) origina solamente e -— ] - -
oscilaciones parciales cuyas frecuencias son E I |
multiplos impares de la frecuencia basica o, . Fisd Celd ol | [Rad Cply ]
ss(¢) (Entrada) y5(2) (Salida)
En la representacién elegida aqui (series de Fourier, ejemplo1, p. 82, cap. 13)
se trata de oscilaciones cosenoidales con amplitudes
. = 4/(kn)-sin(kn/2).
. . Edit £oom AnAlisis # | Edit £oom AnAlisis # | e Edit Zoom Andlisis #
A continuacion se aflade y - EE o
el espectro de lineas Recursiva | Explicita Hojal [HojaZ [Hoja THDJEH [
i [ hem .
graﬁcadg en el menu s 5""ITII osie 4
Secuencia  para  los — n
médulos |a,|. La suma ST HrasiD
o Owad:0
de 5 oscilaciones 4 p| |Ov4s:o
parciales produce la F ] P
funcion de aproximacion . IN
I - -
I | |
Fad Cplj ] Fad Crld ] Red Cpli  qml |
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Mediante el filtrado de paso alto, las oscilaciones parciales con frecuencias
bajas se amortiguan mas que aquéllas con frecuencias mas altas. El espectro de
lineas muestra que la oscilacion basica se ha vuelto mas débil.

V Edit Zoom Andlisis #

Recursiva | Explicita
[]

OarE= "’"L 2 )

FRad Cplj

Transformacién inversa como en los ejemplos anteriores:

4. Z sin(kn / 2) /(km).(|jk 1 2|/]1 + jk 1 2])- cos(2kmt + arg((jk /1 2)/ (1 + jk /2))
k=1

¥ Edit Tiro nyarn * | % Edit Grafico #
rlzanl n [a2fEE: e o o | el a8 I%
Recursiva | Explicita -
. n anE brE
v |gin| =L 1 1.2732 B.5694
EanE= 4 sln[ = ]| H z a
=T 3 B.4244 B8,3531
MeT 4 5] 5}
LY sln[—] n S B.2545 B8.2384
2 [ 5] 5]
EbnE= = g 8.1813 9.1?43
nie 9 Aa.1414 @,1381
n=m 1+[§] 18 5] 5}
OcrE:p
-
L] n— 3
Rad Cpli ] Rad Cpli ]
yo=y, (0=
W Edit Zoom Analisis

I ] e S A

Hodal [HojaZ [Hodiad [Hoid A | *

V Edit Tipo MMemiG 0

Fad Cpli

5,(#) (Entrada)

| .

Rad Cplj

y,(t) (Salida)

La funcidén de aproximacion y,(f) permite ver que
y(@)
descendentes de f(f) con “picos exponenciales”

dirigidos  hacia arriba o hacia  abajo
respectivamente. La “curvatura” de s, (¢) afecta

reacciona a las ramas ascendentes o

totalmente a y,(f) y solo puede ser reducida

mediante una cantidad significativamente mayor
de oscilaciones parciales.
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16 Sugerencias de soluciones a los problemas
de ampliacién de los capitulos individuales

16.1 Capitulo 1

S 1.1.a), b) y S 1.2.a), b): Preste atencion a la utilizacién de mascaras de

entrada 2D en el teclado virtual

Kevhoard

en el menu 2D( ): por ejemplo

|[":”| | Hl | “E E” a la especificacion de mascaras matriciales.

[ ™ Edit Accidn Interactivo [ ™ Edit Accidn Interactivo [ ™ Edit Accidn Interactivo |[ ™ Edit Accidn Interactivo
= ] P | Y ] | P | Y ] | P | ] i |
dg+3wa—1xa=1 = 1Bx+5+27=5 = 1y +3wa—dwg+2xa=2 =
Bxy+dzat+lx=0 2xtEy-1z=2 dwgtOxa—Zwg—11xy=—3 . t3xq
-2y —Gra—Zrz=—6 ®11¥arEa 1x—8w-5z=-5 Kata T dxy+12wa—Gx3—Bry=5 listal 1]
fm1=2yxa=—1,x3=43 {x=0, y=2,z=-2} Zeptbaating-ldea=-12 | wy=—3- 545 t—
4 3 -11 185 2 & =3y xa=xas X3=2 = X4~ Fa HqT2q } liztal 3]
rrefol@ 4 1 @ [» rrefi| 2 @ -1 2 |» ans¥lista
-2 & -2 -5 1 -8 -5 -& {ra=—3 wat5-wa—3s wa=xa, ¥a b 13 -423
=Fma - -
1 8@ 2 1888 - rref(ag 2113>
B 18 -1 B 182z g 4 12 -6 -8 &
a8 14 a8 1 -2 t 262—14—12_
Ejercicio 1.1.a» Ejercicio 1.1.b2» listalll 1 28 -3 -3
xy==Zes+3e -3 aa1l -2 -3
liztal2] B @B @ @
x3=2-t—3
N L= I I = R = I
- +|| |[iereicie 1.2.a - Ejercicic 1.2.a2 -
Hlgeb Esténdar Real Rad ] Hlgeb Esténdar Real Rad ] Hlgeb Esténdar Real Rad ] Algeb E=stindar Real Rad dm

La indexacion de las variables x también tiene lugar usando el teclado virtual:

abra y escoja MAT.

|| W Edit Accidn Interactivo

|| W Edit Accidn Interactivo

t Accidn ge=] gty aitge]
Transformacian
Calcula

[ Edi

ry+2wa-Srgtra=—7T

E ] FEE P | ] P |
—3xy+txategtd =8 &

B=a
B=0

Hianxgyl [

Compleio
Lista—Crear

Lista—-Calcular
Matriz—Cre

g=g Lri=watma—1y xa=2 xa—xa—3y Lz1=x u C
= - 2 2 ector
- _ TipEasl S¥ra =7 | Ecuaciénd| norm
{xi=xa+wy=1, xa=2 x3=x4=3, ¥ s Asziztente| eigWl
=5 t3xy t¥xa | apply 2igh/c.
= t ﬁi
oy li=talll li=talll ref
t xy==s+t-1 I@LHI
listal1] listal2] liztalz] Suap
ry=s+t-1 ==2-5—t-3 mEDWHdd
listal21 o rrefe| 3 11 4@ FouoRdd
=2 5—t-3 1 2-51-7 i
. . _ rambinn
Ejercicio 1.2.b2 |:1 B -1 -1 -1 rorHak
@1 -2 1 -3 collim
L =i 1M
v |Eiercicia 1.2.55 vl| |[Edercicin 1.2.b) —

- v wr

Algeb Estiéndar Real Rad g

Algeb Estiéndar Real Rad om

Algeb Estiéndar Real Rad om

|| W Edit Accidn Interactivo

BN

—3xy+txategtd =8

x1+2xa—5xa+xﬂ=—?

B=A

b=8 Tinass
Twy=watxy—1. xa=2 e x3—xg—3. ¥
=¥y

mth |abc [cat | 2D

NEEE =[x =]z][«]
t|7]|z[=]«|=]i|e|e|n|n|T|=d
HEIAAREEEEEE
o|i|a|3|4|5|6[*|B|T]|+]|-
ﬂ133n55?55+-
iy | & ESF SiMBIEjEC..I

Algeb Estiéndar Real Rad g

La orden rref(...) puede ser aplicada sobre la matriz seleccionada mediante el

menu Interactivo.

En los problemas 1.2.a) y b) se ha usado, ademas, la mascara de entrada 2D
para sistemas de ecuaciones lineales, donde el num. de ecuaciones e incognitas
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ha de coincidir (por ejemplo mediante adjuncion de ecuaciones ficticias 0 =0y
0 = 0). El resultado aqui se guardd en la Lista lista, y, tras la parametrizacion
s=>x, y t=x, , fue invocado elemento a elemento, por ejemplo

list[1]: xI=s + t —1, etc.

S 1'3'3) El determinante | % Edit Accidn Interactivo | % Edit Accidn Interactivo
de coeﬁcwntes da la B | P | Y ] | ¥
sugerencia  sobre la 11 1 o [T o7 T &
solucién tnica |t| =1 5‘31"9(‘19“[" i E'}:E"” {x=2’*"=ﬁ’z=ti_1}
) 3 3t 2 15t
Lt==1,t=1} 1
b) En el caso t = 1 no Xrytr=s Aty+r=i D iBorrar warisbles?
. ., tar+it—1nw=21-1 ¥ tar+it—1rw=2t-1 ¥
hay ninguna solucion. Se ||| za+ca-typrzz=7| . ,,. Ba (It laE=T| o,
puede borrar t en el {x=2,y=-_11,2=%} Mo Solution
. . - - _
Administrador de |15t 15t -
variables. ~ ! atyta=2
At yrE=l tar+(t-1) p=2t-1 v
tar+it—1aw=71t—1 L DA+ St R E=T - il
— — = 2 ¥
¢) En el caso t = -1 hay ||l 3a+<E-tops2a=t|,, p, | {m=-Z.z+l,y=z+l,z=z} | TNTRG
una solucion Mo Solution | Eicrcicio 1.3, -
. . , Algeb Esténdar Real Fad gn Algeb Esténdar Real Fad gn Algeb Estiéndar Real Rad qm
indeterminada. z podria
parametrizarse.
Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo
En el caso t = 1 la |=¥
iy o] ] [ o] ] [ oy ] [ a
solucién con la orden &'-‘-Ii:il — CSafiales- T o all gle= 12 o] =
L4 _ 11 1 7 11 12
l:rgf(...) da una solucion rre“t ;_i 2 rrefo|t t-1 @ 2t-1 3 prefo|t t-1 @ 2t-1 [3]t=
unica y, en el caso t = 1 - 2wt T 7 3 3t 27
una ‘matriz resultado’ 018 = 182 1 1ea 21
. . . B1-11
contradictoria  (Sistema B EE 8 B18 5
Incompatible g 13t aa 1 _%
-13t
11 12 11 12
11 1 rrefi|t t—-1 B 2t-1 [» rrefilt t—1 B 2Zt-1 [¥]t=
a solucion ambigua en
— . rrefi(t t-1 @ 33t 27 33t 27
el.c':asot -1 jno se st o LB s .
distingue en la tercera B118 8 1 8 Undefined
: ' Be a1 @ @ 1 Undefined
Imagen: Ejercicio 1.3, jercicio_1.3.
Alaeb Estindar Algeb Estindar Feal Rad qm] Algeb Estindar Feal Rad qm]

S 1.4 Visualizacion de los resultados en el ment Principal. Primero se analiza
el determinante de coeficientes:

[[ % Edit Accién Interactivao [ % Edit Accién Interactivo [[ % Edit Accién Interactiva
Sl T o] | [ 2 ] T :
i 2t afl 4t i . 2
dete|® 1 2§ [» 4- t-4-4
=@ 4 izt 4
—settdeseitda i detc| @ 1 28 o Borrar _ - t-4
solvel—g: t+ds g f+ds i=d, sk =8 4 B N P2t 342
{5_ 4 i } 4 i ciarrar variables: Frefd|@ 1 26 1+ [
Tt4-4 2t 32 =B 4 -1
. Acep. | [Canc. - -
st ) rrefil@ 1 2@ 1+ |2 18 -t-i—4 @
) 4 =84 -1 B 1 2
bzt 188 -i R
deti| @ 1 Zi 0 b g St23ed i 2t 2+28]
=84 s z Frefc| B 1 28 1+ |
N ' (=+i)-i - =& 4 -1 |
Ejercicio 1.4. 6 a1 7 —1 o a (g T i
L[ (|0 IMTRO Eeteitd-otd
ol o P N kel
Alash E=tindar Cpli Rad gm] Alasbk Estandar Cpli Rad gm] Alash E=tindar Cpli Rad gm] Alash E=tindar Cpli Rad gm]
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Adm. de wvariable
Edit Ver Todo

1%ars

Borrar

iBorrar wariables?

H

Se distingue: solucion unica para t =

4i

(s, cualquier complejo) y ninguna

solucion para determinante de coeficientes = 0, es decir s =4i / (¢ -4i ) (en la
orden rref(...) aparece como 3* linea [0 00 1]).

| % Edit Accidn Interactivo

[| % Edit Accidn Interactivo

[[ % Edit Accidn Interactivo

Algeb Esti&ndar Cpli Rad qm] |

[ ™ Edit Accidn II'ItE'r-aC-tl'u'l:l

[| ™ Edit Accidn Interactivo

0.5 IIIdx:JIg__ P

0.5 IIIdeIE' '.'a:---

| 4

deti]H T v J
Ls B 4 J

s+i-

s-t—d-=-i-4
cExpandinumerator{zy22
cExpandidenominator{z12 2
—[t+d-4-i)

set—(4e=+4]
cExpandlnumerator{zall

413t

cExpandCdenorinator {z3a

Set—[des+d ).

cExpandinumeratorizidd

s+i

4.

cExpandidenominator{zy2 2

cExpandinumeratorizall

cExpandidenorinator {zar

[=-t-6-5-41-i+z-t+4.s4+6
Set-(ds+4)-§

cExpandinumeratorizad

cExpandCdenorinator {za? }

cExpandinumeratorizaa

2 s+d45-
4

cExpandidenominator{zz2 2
s+i
set—[4-s+41-§

0

Sirplificacian

cExpandidenominator{zz2 2

para t=4i

Algeb Esti&ndar Cpli Rad qm]

Algeb Estaéndar Cpli Fad qm]

o1 |f["*;1|g_ ] P | 2 ] R p|| (BEilEalE ¥
8 4 —1_J_ | | dete| 148 1 Zi | |_s -1 s
- P2t detel@ 1 28 |3
aia% det(|:E112i) =64
. = @ 4 14§05 t+(d4—E- i - s+6—4 -
Ba 1 — L5t trd—4.4] Srt-drzei—dr i
- Stteird.std = tdr s ids P2 342
IR 2t io3+2iot detcl@ 1 1+ |3
deti| 1+i 1 Zi det(|:la 1+i 2i:|) se -1 ],
_1- B 4 52, = -1 4 .. —i- = 1 Z3
vzt izt ¢ det¢|@ 1 2i [»
deti| @ 1 Zi |» dete|® 1 2i[s =@ 4
=84 . =0 4 s+i
—(t+4—4_-'l-:| _ C1+500 5o b+ d—B e i) sH6—d - s t-4-s-i-4-§
- s't_f'E"’_“"’ set-d-z- i3 & Ejercicio 1.4.: =aol. Jdnica |
Alasbh Estindar Cplj Rad dm] Alaeb Estindar Cplj Rad dm] Alaeb E=tandar Cpli Rad gm]

A continuacion, desde ¢l Administrador de
variables, se borra la entrada para s, y en la orden

rref(...)

se calcula la solucion tnica existente

(dependiente de s y de t) en el caso determinante de

coeficientes # 0 ,

es decir s # 4

i/ (t— 4i). La

representacion para z; es por ello un término de la
formula largo y dificil de simplificar. Por eso, la
solucion se obtiene de nuevo mediante la regla de
Cramer y es simplificada mediante las ordenes
adecuadas como se ve a la izquierda.

S. 1.5: Visualizacion de los resultados en el mena Principal. Se presentan dos
vias de solucion:

[[ % Edit Accién Interactivo [[ % Edit Accién Interactiva [[ % Edit Accién Interactivao [[ % Edit Accién Interactivao
IR RN o |l R | I | ] R 4
18 -z6 3 - - - S 1 8 -1z @ - 1-1-1-38 -
24 1 B @ l1asd-g -14 2 8 @ 21 7 -za@
rrefi et 2
A 5 rrefil2 -4 -4 1 @f» 1 2 1 @
@z -2 -5 1 B1ee o= 1 2z 8 -14a 3-z@8 -za@
i 1] o -1 -2 @ -2 @ 1B 2 -2 @]
1888 -< -2 .
3 @818 -g 1@8-1aa@ B131 @
5 o 1 @A @EA @
B18 8 = = B1 - 688
13 _E'E'E'ig_ z |8 B A @ @]
BE1E -2 W23 aeae 10 Wt Zy—2z=0
3 Zuatdbe+y=a B B8 B8 By
BE a1 % 2u—dz-3z=-2 @88 @ o] B
L e Ejercicio 1.6.a2 =
Ejercicio 1.5 2xm2rmez=l vz o a=a Wy s b Z
1 = = _1 .5 8 _Z {w :r'sx——sz-' Wy E= B} L W=—Ze 2 Iy x=—3 Wy W=H
{W=_EQI=E!}'=_§!2=§} WET g =g T T g g | g ] Ejercicio 1.6.b2 L
n |§| Ejercicio 1.5, - - -
Alaeb Eztandar Cpli Rad qm Alasb Esténdar Cpli Rad qml Algeb Esténdar Cplj Fad qgm Alaeb Eszténdar Cpli Rad qm

S.1.6: Visualizacion de los resultados en el mend Principal arriba a la derecha.

El resultado rref(...) se desarrolla posteriormente.



S1.7: Visualizacion de los
resultados en el menu

principal. En el caso
det(...) # 0 no hay
soluciones.

| % Edit Accidn Interactivo

B R | ¥
toFol([ -2 -5 =

I:\.E z[—gla—tan'i[%]]]
toFoli[-2 -5 ]»
[5.39 «-111.88)]
toPol([-2 -5, 22+36@
245,20
"Cambio a radianes"
"Carnbio a radianes"
toFoli[-2 -5 ]»

[ {or(2}5)]
toFoli[-2 -5]»
[5.29 «(-1.95)]

-1.95/n

—A, 52|
Algeb Estiéndar Cplj Rad qm

S 2.2-4: Visualizacion de
los resultados en el menu
Principal. Los vectores
columna en el problema
2.2 se introducen aqui
como vectores fila para
poder visualizar mas
problemas en la ventana
de visualizacion.

La solucion optima del problema 2.4 b) se obtiene [ ¥ Edit Accién Interactivo
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[| ™ Edit Accidn Interactivo

| % Edit Accidn Interactivo

[| % Edit Accidn Interactivo

EaEa L] | [T | [l
1113 - [5 &4 15 ] EET
gere| 7 2 L7 X —2-d¥+16-d2-32.4 111z
231 {d—2}2+2 solvetans=@,dx» 25149
S & d 15 {d=8,d=4% et 2
3 7 ES] 231 dd-2r=+2
—2ed +1l6.d=-322-d A S 6 d 15
solvetans=Hyd? 111 2 182 3
{d=a,d=41}
3519 @1 -1@
Ged et 3
8 731 cd-232+z B @@ @
1113 5 6 d 15 B E @ a
e ) 18832 a+2c=3
231 cd-23242 @18 @ b-c=@
56 d 13 Be 18 B=6 A
{1 @ @ 3‘| 8886 {a=-2-c+3yb=c,c=c]
A1 A A Solucidn a=3, b=c=d=0 b Infinitas =sol's para d=4
Algeb Estandar Cpli FRad qm] Algeb Estiéndar Cplj Rad dqm] Algeb Estiéndar Cplj Rad gm

16.2 Capitulo 2

S 2.1:

Visualizacién de los resultados en el mena

principal arriba a la derecha: a) 248,20° (grados
sexagesimales) b)— 0,627 (radianes)

|| W Edit Accidn Interactivo

|| W Edit Accidn Interactivo

|| W Edit Accidn Interactivo

Eu.s ] el R |

B

Eu.s ] ] R | 4

ERRIEE

toPol([4 -3 ]>
[5.m8 =(-35.871]
toPolc[1 1]»

|:\.|"2_ 2045 :l]

t.:-P-:.lc[i ﬁ}
B

an

zE—SBJ}
toFoli[3
[9 z@1]

toFoli[@ —12]»
[12 z-2a1]

Ejercicio 2.Z20Grados sexag

A [

toRect([3 £(2@73]
3 3
z 2

toRecti[1 <£03midr]

£ ]

1k

] 2
toRecti[J(2) £(-145°)]]
[-1.16 -&.81]
toRect [ F(2r £(-14573]
I:\.E'E_-cns[ 2:‘-5:1] —\.|"2_-5il'|i‘
toRecti[4 <im 4]
[2:Z 2v7 ]

Ejercicio 2.3. (Radianes) |«

]
toFolt 2
opa1d[ |

4242

: 3
_z[_tan-i[ g ]+%um(h)
=]
toFolt I:a])

E] T
4[ —n= [ signurn{g)-1) ]
2
Ejercicio Z2.4.a2

Algeb Estiéndar Cplj Gra ]

Algeb Estiéndar Cplj Rad dm]

Algeb E=stindar Cplj Rad qm

mediante una diferenciacion por casos de los

cuadrantes individuales.

16.3 Capitulo 3

S 3.1: Visualizacion de los resultados en el menu

Principal. Los vectores libres @ y b son idénticos.

|[ " Edit Accidn Interactivo

A o] | )

S ]

13

A [

[z 2 azoaz
[z z a]
bedeieste ey o]
[z 2 -1]
nokmtal
3
A mormCal
22 _l:l
3 3 3
asmormCarFal
[E 2 _l]
3 3 3

dotPias,[1 & @]

[al

[1 -1 aJsor1 -
[1 -1 &]
[z 1 -1J20Pz
[21-1]
OPZ-OP1%a
[z 2 -1]
(B 8 1]x001
[e & 1]
[z 2z @]x00z
[z z &]
OaE-0Glh
[z 2 -1]
norrmsa
]
A normlal
[2 = 1 1>
Alasb Estandar Cpli Fad g

Algeb Esténdar Cplj Rad qm

A [
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| % Edit Accidn Interactivo

e Edit Accian Interactivo Los cosenos direccionales son las coordenadas del

E I R

| )

=/ morm el alFad

3

dotPcas,[1 & @]»

| ko
I

|

| E—

dotPoad,[@ 1 @]»

|k

dotPcas,[@ & 1]»
1
3
cos-i(dotPoad,[1 8 @]
4g8.19
cos-i(dotPoad,[@ 1 @]

43, 19+

0.5 1 JJd= =gy —_—
Sl rdegd |E= ]| 3 . .
] L vector unitario @, , o sea, el producto escalar del
cos-iidotPiad,[1 B @i [
43,19 e 1 . itario d
cos-tCdotP(a@,[8 1 @] vector unitario a, , y el respectivo vector unitario de
45.19 NPy . .
cos-tedotPea, [ @ 1755 una .(!ureccwn de eje de coo.rdenadas. Medlrante la
182,471 [ funcion arccos se obtienen los  angulos
g detPeats[2 2 B correspondientes. Los &ngulos con el plano de
normi[2 2 @] . )
19.470| coordenadas se obtienen mediante el vector

dotPeae,[2 8 -1
normi[2 8 -1 ]>

41,81

dotPcad,[a 2 -1

-1

normalizado @ y su proyeccion normalizada en el

respectivo plano de coordenadas. Debe preajustarse
-17

normi[@ 2 -1

0

41,281k

Algeb Estiéndar Cplji Gra dqm

Alaeb Decimal Cplj Gra gm

S3.2-6: Visualizacidon de los resultados en el menu Principal. El problema

Grados Sexagesimales como modo angular.

3.4.b) se desarrolla analogamente a 3.4.a)

| % Edit Accidn Interactivo || ¥ Edit Accidn Interactivo [ ™ Edit Accidn II'ItE'r-aC-tl'u'l:l [| ™ Edit Accidn Interactivo
0.5 |I_r:|x;||g_ '.'E:---l'l % 0.5 IIHKJIE" | I % 0.5 IIHx:JIE" % 0.5 IIHx:JIE" | I %
[z 2]%a | [z 4 @]+a Al (ICa 2 5]2a Al (2 -4 1]sx -
[z =] [z 4 ] [4 =z 2] [z -4 1]
[4 1]*b [4 -2 12)%b [1 1 -1J3b dotPix,[1 8 8101 @ @]
[a4 1] [4 -2 12] [11-1] [z 8 8]
b mormd b EbE _ b norm b +bE dotPral.bl sFradEac norrn s ans )
4.017  J17 4 3 12 normCarnormib 3
= 1 12 13 13 -6.11 dotPix,[8 1 8]0[8 1 @]
A -1 -
dotF ¢a, bE) b dotP(a, bE s bE cos-tCProdEsc? 6. 4 [ -4 &]
44 11 [e & a] - norme anss
LA Ak P *nnrm(a)b 4
17 17 rodEsc Tormibr #Provec
11 [8 a a] narm dotPix,[8 8 1]0[8 @ 1]
R Prowveccidn: wector cero I:—g _z2 E] (e e 1]
44 11 3 3 3 norrn s ans )
I:_ _] ot Prosec 1
0 171 . 1.13 Froyeccidn isonarma
p p Ejercicio 3.3 - -
Algeb Estiéndar Cplji Gra dqm Alaeb Estindar Cplj Gra ogm] Algeb Decimal Cpli Gra qm] Algeb Estaéndar Cpli Gra qm]
[[ % Edit Accién Interactivao [ % Edit Accién Interactivao [[ % Edit Accién Interactiva [[ % Edit Accién Interactivao
N rm = N rm = N m =71 - CH =01
i L] | [l | (i ] | B e b
[z -4 a]2Prodxw Al |ejercicio 3.5.a0" O [1 -2 =]#a - crossPCa,crossPib,cil =
[z -4 a] "ejercicio F.5.a" [1 -2 =] [45 -68 -55]
[z a8 1]sProjez toCy1[3 -4 1] [z 8 47t RoFmCEs 2 normih ) 2
[z a8 1] [5.88 «(-53.13) 1.86] [z 8 4] 25
[8 -4 1]2Prodv= tosphi[3 -4 1] _ [-2 4 5]2c ans-dotPoa, by 2
ERE | et 24
. rgula A: - =
plelg e g =h - hngulo B —190%<He 156" dotFa, bl - CrormicrossPia b 2 125
norrCFroixz "edercicio ,,3'.5' b.jl.l " crossPlas bl dotPicrossPla, b, crossPOr
\.II'H ejercicio 3. 9.0 [-2 5 &] 125
rorrmtProiez) roCyli[-2 1 21> dotPib,coa crossPlascoraPrdiect
[2.24 20153.43) -3.008] _ s
T [14 -28 42] [-22 -11 @]
fx tosphi[-2 1 -] dotPCa, crossPCh, il crossPibyca#bPrdvect
normex [2.74 £0153.43) 20143, 30 [ [-1e -2z2 12]
26 | | | crossPlcrassPlasbi, ol dotPaPrdvect, bPFrdvecty |m
1 - - [1 28 -22]f SES [
Alaeb Estandar Cpli Gra gm] Alaeb Estandar Cpli Gra gm] Alaeb Estindar Cpli Gra dm] Alaeb E=tandar Cpli Gra gm]
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1.3.7: Esbozo basico en el menu Geometria; visualizacion de los resultados en
el menu Principal.

¥ Arch Edit Ver leu:l __ | [ Edit_Accidn Interactivo | % Edit Accidn Interactivo [| % Edit Accidn Interactivo

= el PR | o3 | ] | ] ] P
(B @ @ ]x0M DMy +rngsF 0Py - = — &
I:a o] a:l I:l 2 —3] %
CMa+rng F P,
[1 1 2]s0Ma arinar e [-1 -2 3] cos-t (oo i
[112] OMatmazOP .83
[z = -1J20Mg B cos1{comai o
[z 2 -1] [z 4 1] 33,21
OMa— 02 mnaa M%cnmi cos-1dcomgidog
[11 2] ok mnLa o mag s T, 89
M3 —OMaFmes —1241 putetea 188, 08
[1 2 -32] - ;
- P {OPa—0P1, OP3—CPy 2
P ma L ] nufrizfn(a?)ali::rza(iniaﬂ Fooca == : 2 — :
-2 -3 1
DMy +mas3 Oy U [-14 18 2]
[12 -2] 14 normtans i Fdrea
datP{rmags —rga’ 183
+
Cra+ra 0P | MO Cge 2 norm e s Feow Ejercicio 3. 7.
;o] Algeb Estiéndar Cplj Gra qm Algeb Estiéndar Cplji Gra qm Algeb Estiéndar Cplji Gra gm

16.4 Capitulo 7

R 7.1: Visualizacion de [ Ventana vis. ¥ Edit Zoom ¥ Edit Zoom Analisis +
los resultados en el ment |8 E?:;r;a Hior s EEI[ER] . (5 FE ] s (R [ [
Principal con Ventana [[[Min. = :-2 II
’ max. 2
Grafica. El rango de || escala:i Corte y
. Punto - 8.,8259740259 Interseccian
valores se mantiene por Min. w  :—d@ Cal w
: q max. 28 Cal =
deba_]() de Ymax = — 23731 escala: E irdﬁ " e
. nriexicn
y por encima de ymin = | | Denee

— 0,69. La abscisa del
punto de inflexion es el
cero de la 2% derivada.

[ERN Min.
ro=-1.3BE562 | wo=—23. 3157 ro=-B. 541196 | wo=—A, 656291
[ | [1=c—ggmad—gun20 2/ (x| [w1=0- g d—guz=20 0/ (x|
Gra Cpli ] Gra Cpli o] Gra Cpli ]
, N Edit Zoom Andlisis + W Edit Accidn Interactivo
Para el problema 7.1: Célculo de un punto de "E” Tl [ >
. .y r . . 3 dx = 'IIE
inflexion en el menu Principal. T5..° 2) =
T Do S S S SO SR |
x=-1
16 x5 —dm xt7r. 22 g) L I T |
3z ]
[xz—l] [12—1]
| w=—@, 34EIE5553 P TP
-6, 41563626878 %w
n il xe-1
\" j . _[8-x4—4-x2]
]
T ==-1
: W | w=—@, 3469655293
/~ -8, 4156362575
D
. : - Raiz
xo=—H. 346965 | wo=H )
R T o T ﬁ -
Gra Cpli ] Alasb Estandar Cpli Gra gm]
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16.5 Capitulo 8

S 8.1: Visualizacién de los graficos en el mena 3D: superficie de una caja de

huevos grande con Zmax =

[ Edit Accisn Interactiva || M Edit Accién Interactivo
ST I

| )

sinCxr+sinte i +sinde+tyizz
sinl x4y Hsing 2 +sin )
dif flz. sz

coslx+y H+cosix)
difflzawdzy
coslz+y+cosiy)
0
"zx=zw=A resulta xz=vw"
0

"Sin considerar periodicidad"
cos{x+xr+tcosixr=0xEc

cos(xMHcos(2-x)=0
solwetEc,x2

3
z|x=ns3 and w=ms3
2.998@76211

{x=n+2- constnl 1] m, x=— 4z, constrl 20 m, w=Z4z. constnl 3.

F

3

4

2,598.

Yentana vis.
3 Inicial

rejilla - 48

Min. » :-@
max. GBI
rejilla : 48
Min. =z :--3

max. 3
Amgulo B - 3@
=15 ]

¥ Edit Joom Analisis #

[z1=zint=r+sindwr+sinixty]

[z1=sinixr+sindud +sindx+w]

Algeb Est&ndar Cpli Fad qm]

inge-b E=téndar Cplj Fad qm]

4 Inicial

i rejilla -
Min. = =
max. =
rejilla -
Min. =z =
max. =
Angulo 8 =
Angulo ¢ - 7A@ ha

'
mth [abc [ cat | 20 EIEEE]

IHIEI*IWI<|>I=I*I2IPIZI!“ *'I
HE

y m g

log | In
x2 | &*

&ll=]+
212+
E ||an=s

Rad Cpli ]

Fad Crlj o]

¥ Edit Zoom Analisis #

¥ Edit Joom Analisis #

Introducivy Valor

Valor wi|ms3

-----Y

VAR JEisc. |

|zi=5in(xh+sin(y)+5in'ix+:.-l|

FzC=2. 3988762 ‘1}34
=1, 8471970 wwc=1. 8471975

[z1=sinixr+sindud +sindx+w]

Rad Cpli o]

Rad Cpli o]

Fad Crlj o]

16.6 Capitulo 10

[| ™ Edit Accidn Interactivo | % Edit Accidn Interactivo ¢ Edit Grafico #
R e p|| (il | [ e a e e
LirCCl+1 o™ nama - rSolwe (L ana=3antbr s breg= H2 Recursiva | Explicita
'] n—1_-n-1
34" 4z T
Lim << 1+1/m3"ny ny o an= b=t Rang= (217 (n+1]
Z.718281828 0 2n-1
1.81~186 . ) Y ObrE= jMo =2 cumple el
5. 74513579 DI_ItIIIC-E' las wariables del OcrE=criteric de Leibniz!
1.881"~1980 neisterna"
2.T16923932 Eiercicio 10. 2.
1.888681~1 AEREE
2. 718265237 mth [abc [cat | 20 --- anE 10 nEinH L A EHn—1 [
1. 8800581 106800060 anE anE
2. 718281694 96 @.5@878 -1.174
1. 880086611 ARHHEHEH
2. T18281793 bcSeq [THTRD ]
Monotonia creciente EE
"Ejercicio 18.1." b g
0 | a Ejec. |
w|| |TE[RIECICIEIFIGIHI[JIE]*
Algeb Estandar Cpli Fad dm] Alaeb Estéindar Cpli FRad dm] Rad Cplj ]

S 10.1-3: Visualizacidn
de los resultados en el
menu Principal y en el
menu Secuencia:
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16.7 Capitulo 12

S 12.1-2: Visualizacion de los resultados en el ment Principal mediante la
utilizacion de la orden dSolve(...):

| % Edit Accidn Interactivo || ¥ Edit Accidn Interactivo [| % Edit Accidn Interactivo [| % Edit Accidn Interactivo
Y ) i | X | I (=R e B | X | e R PR N | I = ] B
M oog E x=Brecdif S ([ +eon E x=msEDF | | zstat+on L x=05EDif Al e+ s =
2= 2= 2=
M +oap < = x=H =g < - x=H =42 e M oap© - x=H I . o
d5olve (ecdifytyx) | wg>d t=E+H t=83A G4
{x=const(Z)= sinlwp: tH+cory =@ t=@ e 2 g L =B EDIE
getRighttans[1]2%x w=B*E «=B+E >, = _
const( 2] sinfwy- t)+constl ¥ ==a ==A _ 26242 ) xs2. 6 20=0
=0 | t=f2ec] I=gdl =gl =8+ _
constl 1)=A x'=xp ®'=xp ~ t=6
diff (o, th=xg | t=B3ecz g 3D dSolue (EDNFy £y 2 Ay By s O =038 n
const(2 ). wp=xp g E | z 2 - h
X _ : dSolve (EDIfatyxaFy EaAL 03| D cgepp A ST n” =3
— =intwg= tr¥solucion ; t x'=xp
e {x= zpe sinkwp: t) € : ' 3D
xp = Sink g ) wn = \If > o B wE
et . i i 4o 524
. o 1o g }ia de =olucian elegante! 3 o e g 5 01ve (EDNF s T %a s BaAs C7 1D
JEFEICD " JErEICa e ERRCR :Memoria insuficients
= - | | =
Algeb Estindar Real Rad g Alaeb E=stindar Real Rad qm Algeb Estiéndar Cplj Rad qm Algeb Estiéndar Real Rad g

Se ven dos vias de solucion al problema 12.1: en la imagen de la derecha se
determina la solucion principal y después se valoran las condiciones iniciales.
A continuacion se soluciona inmediatamente el problema del valor inicial, con
la orden condicionada dSolve(EDif,z,x,A,B,A,C)|D.

Para el problema 12.2 esta disponible la solucidn del problema del valor inicial
con la orden dSolve(EDif,z,x,A,B,A,C). Sin embargo, la orden condicionada
dSolve(EDif,t,x,A,B,A,C)|D lleva entonces a un desbordamiento de memoria
intermedia (buffer overflow). Por ello debe simplificarse en parte a mano el
resultado obtenido anteriormente:

| % Edit Accidn Interactivo || ¥ Edit Accidn Interactivo [| % Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo

N | = ] | X | e R PR X | Y ] L b
- T = = =

[ s = V-ale=ru= e & S Tear 'lz * glrim-t [
o< —da g w5t P P Y
getRight(ans[11)3x actorout e, JT e 1 -€ T T =
= = B 41 _dm-t 2
de&E—damugc -t 1 E-E TTiimet - xpF . w
B R — glrimet expToTriglnidx
£ \.Ir—l-m-2 1 J_i.WZ . [em-t-i e—m-t-i] ) _[cus(m-t)+sin(m-tj-i_5
Ja 52402 elet |27 N T S =

simplify{xidx
g Sinlo- t)- [coshi& - t)—SiI’
w

w
expToTriginlsx
_[ cosfw- tisinfu-t)-d o

—4e[524w2 4. g L L

xlmu=-lm2+€2 Fx 1 [ 1

5. Log.t |2 1ein 2 ;
& St z 1 € weted fm-t- —xu.Sln(m.tje_ﬂ'téﬁnlucinn
— = _E—G-t_[e _E simplify (x%E Y e
{-4-(6Z+02 Jra- z 2 [l |[zarsinew: £ (coshie. t)-si, 75" E e xpe sinCoe )
expand(xl 73] o w

ERERCE :Resultado no reallw a [u] Fasos intermedios a mano! [«
Alaeb E=tAndar Real Rad gm] Alaeb Estindar Cplj Rad qml Algeb Estiéndar Cplj Rad qm Alasb Estandar Cpli Fad g

En la imagen de la izquierda se almacena en x el resultado, que se halla en
formato lista. A continuacion se substituye ®, y se factoriza con

factorOut(...).Los términos que se encuentran bajo la raiz, — 4(82 +o’ )+ 457,

se simplifican a mano hasta —4m”. Para las siguientes transformaciones se
alterna de Modo-Real a Modo-Cplj. Igualmente, el término de la raiz
simplificado se ha reescrito a mano como i® . Finalmente se ha simplificado

cosh(57)— sinh(87) a ™.
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S 12.3-4: Visualizacion de los resultados en el menu Principal mediante la
orden dSolve(...) (; Modo Cplj !):

[[ ~* Edit Accidn Interactivo

[[ % Edit Accidn Interactivo [[ % Edit Accién Interactiva [| ™ Edit Accidn Interactivo

[ealEafE T o | R ] R (Y ] B 3 | = o] R :
. ) - e L+ —— =g L*7 +FR*i=ug*EcDif &l |[CHr+Fti=Ug*sin ¥t SECE =)
L*i*+F#i=Lpg | R= 1+t *Echif t+1 R i+~ L=ug R % L=+ Sinl e £
) i t=6=H dSalvetEcDif sty is Ay Br2Salik t=@%A
I,'L+_t+1 =up =@ 1 1 =@
_ =B E ) = = - -
t=B2H - = {Ri-ug) P =(-ug) R. e L =525 .
\=EEE dSoluve{EcDify tais AaB22Salik =olveSolucionl 11, ID?SDIUEF dSolve ¢ ECDifs tais A, EYSSalir
=R <. g 2eteup [ 1 -1 ] _ ¢ ' R )
dSolve(EcDifs tais Ay B2 | t28 STTH10-(L+10  (Trli-(L+ upg Li-ugyPag ™l Ttk j Zwrtg-coslo- £ Redoe:
1 "R R L-[m2+£] Lz-[uh
teups (e 11 01w simplify (Solucion Solucion[1] z
L - 1 1 R Ejercicio 1Z.4.b3
J\ = L+t R.gL7 1ot
. t+1 = Lo [+l -1 4 hl=ug)
1 1 i= R Ft
(t+1)L Et+1)L'(L+1) Ejercicio 12.4.a>
b =|| |[Ejercicic 12.2. - - -
Alaeb Estandar Real Rad qgm] Alaeb E=standar Cpli Rad gm] Alaeb E=tandar Cpli Rad gm] Alaeb Estandar Cpli Rad qgm]

16.8 Capitulo 13

S 13.1 — 2: Visualizacion de los resultados en el mena Principal y en el menu
Graficos&T...:

I[ ¥ Edit Accién Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo |[ % Edit Accidn Interactivo ¢ Edit Zoom Anilisis +
5 LA [a=- - T L R 5 L|de[a= [T
"ﬁs ] ] = | d "ﬁs Y ] | uﬁs Y ]
Ejercicio 13.1. Define ATRI= (nZ_1) Define ACND= Hojal [HojaZ [Hojad THDJd 4]
"Funcidén par Bn=a" m=Ln _id Ue= |cosl 2emex )| L
one
174 L4 1r4 Owa= yl(xj+y2(x) —
4 j\ costZnarcos Znna ik j\ J‘ FIEEiJ
a 4 cosiZnar oSt Znar ) dx 4 CostZnar oSt Znar ddx Ewd= == 4A1«cosl Ik [~
ECIEE a
cos| — cos a.5 A.5
] 2 _ v 5= + b [—
+ Fe(ZememtZem) 2e(Zem 1./2%A1 1/22A1 a5 ydlx) 'E*(sz
simplifyCans? AcEs 8.3 ACEY -
_2.,;05[“:?_”] Define wd4ixi=—- = +A1*cosk FRET S EL 5 +Al*cosiInar) y
1=z .1 done done
- [n —1] 2 2 ; o ] 3
—2-505[%] Define y5<x>=y4<x>+k§1m> ‘c)+k§1(H(2k)*cns(4nkx)J -
Define H(n)=m done | done i ro=0 We=H. 938ETS1
o Sugerencia: Ak impar)=8  [|w Sugerencia: Ak impar)=8  [|w o= e+ ECACERE oS
Algeb Estindar Cplj Rad dm] Algeb Estindar Cpli Rad qm] Algeb Estindar Cplji Rad qm] Rad Cpli 1]

|[ % Edit Accisn Interactivo |[ % Edit Accién Interactiva |[ % Edit Accisén Interactiva M Edit Accidn Interactiva |
R ] | S ] o | o | e R 3 | A ] R 2
Ejercicio 13.1. 0 —cos %J
"Serie de Fourier Complejizk Define Cin)=—————=
174 n-(nZ-1]
j\ cos(2nar e SMNE g, done ) N
_ 2mix o —2mix R R
174 Define Stnyxy=s+EFE T L T (Cozkoetkin )4 T (Cozpoetnkix)
[n-n] [n n] n 4 k=—n k=1
COs| —/ Cos
2 dore
FementZem Zemene SC3axd
=simplifyCans#Cn | gl mearige=Remexed lZemexed pBememed pdemexed o-demexed -Brmexed —lZemexed
—cns[%] N P! E 15-n R Zm | 15-m 5T
= =sirmplifylexpTaTrialanss s
J'['[I'l —1] 12:cos(12mex)-28cos(S-n-x+148- cos(d-m-x+185- - cos( 2= M-z +218
1.4 2167
oSt Pnar e T EIEE 4o expandans
ira Zecos(l2emex) Zecosi8emex) Zrcos(demex) 1 cos(Z-mex)
- - + =+
@, o5 201 15-1 pEcLs. s 2 )
Algeb Estandar Cpli Raa Algeb Estandar Cplj Rad dmy | |Algeb Estandar Cpli Rad qm | |Alaeb Estandar Cpli Rad qm]
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En la imagen grande (arriba) se observa la transformacion de la serie de
Fourier compleja a la forma real.

[[ % Edit Accidn Interactivo |[ & Edit Accidén Interactivo [[ % Edit Accidn Interactivo Edit Zoom Andlisis #
el R P | e | 2 | ] | B (5T o] s e [
Ejercicio 13. 2 0 -GDS[MJ 3 s.n[“'“J - [ . [2 n-n] Hojal [Hoja2 [Hojia® [Hods 4]k
"Sea fAupmy v tAT=a" 3 J, ] &« | sin(n-E1-sin 3
"An=0 para EIES:c,in'L Impar Zemen zen2.n? nl.pd Ewl
f=]
148 T —cns[z'g'n] v;u:-s[ ngn] P & [sin[2 ; I-']+s|n[]T n] Owz:
. + Ox3:
Sarsint Znnar hda Zemen 2emen - Oepdt:
5} 505[ E-Jt-n] Ow3:
1,3 3 _3-sinl.fr|:-nf]_‘ befi . [5""[ Q-
e efine nx=
1#zin2nna 1 dar Z+men 2.m2.n2 nz- A L
176 1 done 7_\
1 =implify{ddotP{ans.| 1 |22 n |
= 1 Define scn,x>=kEI(Bck:nsin* \ /
. L[ 2-men = ... L x
Eu(x--)smi?n:nx)dx —6.-[ -m- [—]— d al
I1 sinn-n)-<in| =5 1200 o xc=B. 1666666 | yo=B. 974512t
= nZ.n? ST it pegert ez [ [BISIEXIEI L/ 2
Fllge-l:u Estandar Cplj Rad gm] Algeb E=tindar Cplj Rad gm Algeb Esténdar Cplj Rad qm] Fad Cplj ]

En la 1imagen de Ila
izquierda se describen
formalmente, como
componentes de un vector, |pefine S¢n, x)=k§1(8(k)sin(2knx))
las tres integrales parciales

| W Edit Accidn Interactivo

| W Edit Accidn Interactivo |

W Edit Accidn Interactiva |

ara el calculo de B(n). La |[F¢!1%:2
P ( ) —Gey'3 = =inl 22 m-x) 6-\.|"3_-5in(14-1'[-x:l Eu-\.n"S_-sin(lla-n-x) 6-\.|"3_-5in(2-n-x)
suma (con factor 4) tiene S + S - > + S
, 121«m 49.m 20m n
lugar a través de un i3
producto escalar. En la |facteroueeans: —5—

tercera Imagen (arrlba) _6.\'!3_ [ L sSin( 22 :\c:l—l Sini 14 m- x)+ ! sinEIE’I-n-x)—l-sin(Z-n-x)]

sin(nw) se substituye a || =* 12!

. -6-
mano por Sln(Oﬂj), Tras la |[pefine wicxr= \'II'_ [121 Sinl 227 x)—— sinl 14 m- x)+— Sini1@-mex)-1-=in( 2 m- x)]
definicion de los done

Alaeb Estandar Cplj Rad gm]  |Algeb Estandar Cplj Rad dml iFIlgeI:u Estandar Cplj Rad gm]

coeficientes de Fourier, se
define el polinomio de Fourier S(n,x) y se grafica para n = 12.

I[ % Edit Accién Interactivo |[ % Edit Accisn Interactivo |[ % Edit Accisn Interactivo [ ¥ Edit Accién Interactiva
- PRI T X P g DT 5 P g DT = T diafas T

P[] ] || el ] 3 | e 2

Eiercicio 13.2 - Compleja [ |[[27F o = 1 -

"Sea flup=y vt T=a" j —1g VTN —Zulememe i C=130
M 16 . simplify (dotPT, | | (2931 foErlemenedobe Col) 46
-y 2 -
j Earg FeTNA o EDS[n.n]-t 3 Sm[n-n] 1 -n-n-i S-men-i
-7 3 _ 3 _[3 505[4'n'n]—3 sin[ e 2 Jdogoe 3
143 A T=n nZ.n 2 -
f 1eFamnar [ [Z-H-n] [2 n-n]
cios) —=ir Lo . nlne
176 ] 2 simplifyCtrigToExp (I3 331 expandd § Iazl
g ¥ 0] rn-i =Sem-n-¥ 4 5 _ _
i demen demen — —-— ] smened mened e e i

f —6(1—%)6_"2":””:1: —[cns[ ]—sln[ A “2-e Tmen- e 2 4 2% ¢ +H-1)Mg 3
172 R T n re i —Tene i
5/ . _3c1-c=13My O
j‘ le—b2Tna —[cos[ﬁ'g'n]—sin[S';'n 4—2-1-n-n-i——6-(—1)n+6]$ Defire C(n)_——annz (e € ¥
2/3 TN dorefv|

Algeb Estandar Cplj Rad gm] Algeb Esténdar Cpli Rad gy Algeb Esténdar Cpli Rad gy Algeb Estandar Cpli Rad cm)

Para la representacion compleja debe integrarse para un periodo T completo.
Las cuatro integrales parciales necesarias se calculan de nuevo como
componentes de un vector simbolico, y después se suman mediante un
producto escalar formal. Tras la simplificacion simplify(trigToExp(I)) los

nni 2nni

términos e™ y e se fijan a mano a (-1)" y 1 respectivamente . La
definicion de C(n) se simplifica nuevamente a mano mediante factorizacion

nni/3 -nni /3

de e y e , Y5
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después, factorizacion de (1-(-1)"). Los 12 primeros coeficientes de Fourier

C(k) y C(-k) asi como el polinomio de Fourier S son:

| V Edit Accisn Interactivo | \V Edit Accién Interactivo |

[ ¥ Edit Accisn Interactive

e ] F | ¥
seqiCikl ka1, 120%=1 o
—3yf3 i o3 i —3efE i 22 i
—2!85355! = By 2 y@,8,8, = '8
n 25.m 45. 1Z21«m
seqiCi—kisky1s 12032
33 i —3f3 vi a3 i 33 i
2 !B!B!B! 2 1 2 !B!B!B! 2 !a
n 23'm 49m 121=m
-
kzl [cokycebakmn_gmi2kmny oy
ldemem-d_—14-m-=-47_; 18emex-4__-18-m-2-1],; Zemexed_—2emexei,
-3z -le -& -io3fz -le -& -io3-f3 -le -& .
ol RN i a5 )i
49.n2 25.n2 nl
expToTriglSh
G '\\II'_ sinl 1d=m- xj G '\\II'_ sinl 18- xj B '\\II'_ Sln[? Ml
49 n? 2512 . -]
Algeb Estandar Cplj Rad cml |Fllgeb E=tindar Cplj Fad g ||Algeb E=tindar Cpli Rad qm

16.9 Capitulo 14

Indicacion:
tiempos de  calculo
parcialmente largos.

[ % Edit Accidn Interac,twn [ % Edit Accidn Inter’actwn [ % Edit Accidn Interactivo S 14.1: Primero se
o FEEED o e B R . . .
] ] | e | ] S #]| simplifica el coeficiente
Ejercicio 14.1. - M i —n-n-i MmN i =Mencd | [& : :
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2 2
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z 3 nfen -
n _ . Ll Ll sin((n + 1Dm)
Flgeb E=tandar CPlj Rad ol | |Algeb Estandar Cplj Rad om Flgeb E=tandar Cplj Rad am sin((n+1)0)=0.
[ Edit Grafico # | [ w4 Edit Grafico | W Edit Zoom Andlisis | W Edit Zoom Andlisis # |
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